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502 Differentialrechnung.

§ 17. Unendliche Produkte.
1 Bekanntlich ist
sin3u = 3sinu — 4sin3u,
cos 3u = Acos3u — 3cosu,
sin 5u — sin3ucos2u sin 2u cos 3uU,
— sin3u (1 — 2sin2u) + 2sinu (4 cos4u — 3 cos2U) ,
= 5sinu— 20sin3u + 16sin5u .
Auf Grund dieser Formeln kann man den Nachweis daflr versuchen, dass
far ein ungerades
1 sinpu — AOsinu -h A2sin3u Hf Atsinbu + .. -ff- A®—xsinv-u.
Man hat zunéchst
msin(2n - 1) u = sin(2n — 1) u mcos2u - cos(2n — 1) U *sin2u
— sin{2n— — 2sin2u) -+~ 2cos(2n— 1) u =cosu sinu .
Die Entscheidung dartiber, ob sich sin(2n-hl)u nach ungeraden Potenzen
von sinu entwickeln lasst, hangt somit davon ab, ob sin($Lh— Lju und
cos(2n — 1)u ecosu esinu diese Entwicklung zulassen. Fur das letztere Produkt
hat man
cos(2n— 1)u mcosu = cos(2n— 3)u ecosu = (1 — 2sin2u) — 2sin(2n— 3)u(l — sin2u).
Wenn sich also sin(2n — 3) u, cos(2n — 3) u ecosu *sinu und sin(2n — 1ju
gemass 1. entwickeln lassen, so ist diese Entwicklung auch fur sin(2n-h )u und
cos(2n— 1u ecosu sinu nachgewiesen. Da sie nun fiur

sin3u, cos3ucosusinu, sin5u
gilt, so gilt sie allgemein.

Aus der Gleichung 1 folgt

N sinu. u a M
2. ces == AN Afsm?u AN—xsSY2U .
Sinu u

Geht man zur Grenze fur u — O Uber, so erhalt man
. . . sin[LU .sinu.u u
3. An — lim —-— = u.lwi------- e— =

sinu jxu sinu

Bezeichnet man mit ult u2, ... u”\ die Werthe von u, fur welche die

rechte Seite der Gleichung 2. verschwindet, so ist
sin ku . .

4, sinu = “w—\\sinu\~ sinu) (sinu2 — sinu) . . . [sinu~\— sinu) .

Ferner folgt aus 2. und 3.
5. ja = A~N-\sinuxsinu2sinu3 ... sinu™-x,
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Ersetzt man u.u durch S0 entsteht

Es liegt nahe, hier zur Grenze tur ein unendliches wachsendes ja uberzugehen.
Die linke Seite hat wegen

lim@sin— = lim (sin—x : —" =
A Vv F

den Grenzwerth sinx :x . Die rechte Seite wird zu einem Produkte aus unend-
lich vielen Faktoren, und hat nur dann eine analytische Bedeutung, wenn nach-
gewiesen werden kann, dass das Produkt der ersten n Faktoren sich einer Grenze
bis zu jedem Grade der Genauigkeit nahert, wenn man nur n gross genug wahlt.
Um dies nachzuweisen, haben wir zu zeigen, dass das Produkt der Faktoren vom
(«+ Dten an

fur einen unendlich grossen Werth von n mit der Einheit bis zu jedem Grade
der Genauigkeit Ubereinstimmt. Die Bruche
U-h1 n-h2 n-h3
F M @
sind echte Bruche, kleiner als ™ (vergl. 6), und daher
n-t+1 n-h 2 n-h3
'TC, T, m ...
A A A
spitze Winkel. Setzt man nun X < (n -+ 1)« voraus, so sind die Faktoren von
R sammitlich echte Briiche und daher
11. Rn < 1.

Um eine untere Grenze fur R zu erhalten, bemerken wir, dass flr positive
echt gebrochene Werthe von Qt, Q2 Q3...

- 2)G- o -1- R, +Q)+>1- C +Q
(i-SU(i- e) (- e)>i- (e, +e)i(i- e)>1- (e, +e, +e)
und daher allgemein
=061 —02)1—Q@U—04)eee> 1 —(6i + 02+ Qa+ Qi + eeoe

Folglich ist

P A P
so wird der Klammerinhalt vergrossert, wenn man jeden der (a— 2n— 1) :2

Nenner durch den ersten ersetzt; daher ist
, , sihdx
A 2n 1 P
Rn > 1 2 i n+ 1 .

Setzt man ja= p«, so erhalt man
36



564 Differentialrechnung.

Fur einen unendlich grossen Werth von n ist

limpr— 2n— 1) -sine— = tmx2PhZEE L o
pnt— 2n — 1) esin oh im x ---——bgzg- ----- = .
Daher folgt aus 12. und 13.
limRn — 1.
Folglich bleibt 8. auch fur p = 00 gultig; da nun
. X
sin —
um = JL
kiz kn’
stn—
M
so hat man in Rucksicht auf 9.
( A\ f X2\ ( x2\ T
14, smx = 1 - I 92 (- 1wy
gultig fur jeden endlichen Werth von Xx.
m \ . 1 \
%etzt man X = , so Ist sihx — , und man hat

1 t 5-7 11-13 17-19 23-25

2 — 6" 62 "' 122 ' 182 ' 242
und daher
© 62 122 182 242
3 — 57%*11-13 17-19 2325 - *‘°
Far x = erhalt man das schwécher convergirende unendliche Produkt

Tt 22 _62_ 82
2 M3 *35"'5"7 "7T 9
2. Aus der im Eingadnge des vorigen Abschnitts gemachten Bemerkung ist
ersichtlich, dass man cos\iucosu fur jedes ungerade ganze p nach geraden
Potenzen von sin u entwickeln kann, in der Form

1 cosfui cosu = Bq -b B”Msin2u -+~ B/sin™u BN +isinP+1 u.
Setzt man u — 0, so erhalt man
2. Bg= 1.
Sind wieder ux, u2, u3 . . z™+i die Werthe von u, fur welche die rechte
Seite von 1. verschwindet, so hat man
cospu ecosu — B+ \{sinux — sinu) (s in — sinu) . . { s in — sinu).
Ferner folgt aus 1 und 2
1 = B”™+\sinuxsinu2 . . sinu™+i,
folglich ist
A LR TR S T L
sinux) \ sinu2J \ sinuM+ij

Die linke Seite vers®hwindet fur die von einander verschiedenen Bogen

Daher ist, wenn man noch pu mit X vertauscht
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enthélt lauter echt gebrochene Faktoren, sobald man voraussetzt, dass X < N T

ist; daher hat man
5. . Rn < 1e
Ferner ist

Nun ist fur p = pn
. ” . . ic . 02a+ 1 ¢t
(x— 2« H2) -Sln2.p :SIHZ—%———R = (ph —274-2)sin2— :sin 2n p'

folglich hat diese Grosse fur ein unendlich grosses n die Null zur Grenze. Aus

5. und 6. folgt
limRn = 1.

Geht man nun auch in 4. zur Grenze fur p = Uber, so erhalt man

Ersetzt man 1 durch ~X, so entsteht

N =

Beide Entwicklungen sind fur jedes endliche x gultig.
Die unendlichen Produkte fur sinx und cosx ergeben durch Division

tangX = X —Tn 7 m 0T\ 7 479\

(-£)(-£)("-£) (-&)-
3. Wir schliessen hieran folgende fur die einfachsten Félle ausreichenden
Bemerkungen uUber die Convergenz und Divergenz unendlicher Produkte'*):

Wenn die Glieder der unendlichen Reihe

»o+ + “3+ e
positiv und kleiner als Eins sind, und die Reihe convergirt, so con-

vergiren auch die unendlichen Produkte
P=fl —U.)(I —«olfl—Uo)(1—Ua) .-.m

Weierstrass, Ueber die analyt. Facultéten, Crelle s Journal, Bd. 5le 7856.



566 Differentialrechnung.
Q (14-uQ (L 4-uU2)(L4-UuU3)(1 + ud) ....
gegen Grenzwerthe, die endlich und von Null verschieden sind.
Jeder Faktor des Produktes
Pn — 1— ux(1—wu2) ... @A= u,
ist nach der Voraussetzung ein echter Bruch; daher ist PH< | und nimmt ab,

wenn n wachst. Ferner kann man, wenn nur n gross genug ist, m < n immer
so waéhlen, dass

M+l 4« 4- Uv+3 — . | .
kleiner ist als ein gegebener Bruch e Man hat
Pn
pijt @ um+ ) (1 — uUma-2) .1 —u,
p v+ 1 4- umy2 H- = UN) .

Nach der Voraussetzung ist daher
Pn > Pm@a — e.

Hieraus folgt, dass sich Pn einer positiven, von Null verschiedenen Grenze

nahert. Setzt man P = Pn .RU S hat man die Ungleichung
1VPn > 1 — (N«tl+ «t2+ 0.0).
Nach der Voraussetzung néhert sich die Reihe
M\ 4% Uw2 4-

m't wachsendem n der Grenze Null; je grésser n ist, um so weniger ist also Rn
von der Einheit verschieden. Das Produkt P,, stimmt daher mit einem be-
stimmten positiven Grenzwerth P um so genauer und bis zu jedem Grade der
Genauigkeit Uberein, je grosser man n wahit.

Ferner ist
1

1hul 14-20 14 29
mit der Reihe ux 4- u2 4- 3 4- . convergirt, so folgt, dass 1 : Q conver-
gut und einen endlichen Grenzwerthe hat. Dabei ist zu bemerken, dass
Qn = 14"»,) (1 4-2212+ *3) .... (1+ un
sicih dem Grenzwerthe Q nahert, indem es bei zunehmendem n unaufhérlich
wachst.

Wenn dagegen die Reihe der positiven echten Briuche

u\ 4-2*2 + 23 4“ . . ..
dlvergirt, so divergiren die unendlichen Produkte
N~ ui) UQ  — ul)
L= (1+ 2% @14 2214 #3) . ...
und zwar nahern sich
Pn= @—2j)...a—-U,) und Q,= (1+ @ 4- 2%)
mit wachsendem n bez. den Grenzen 0 und oo,
Man hat zunachst

on > la B 422+ ...»%).

Da nun ut + *2 4- . . 4- un mit n unendlich wachst, so folgt, dass auc
Qh mit 2 unendlich gross wird.
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Ferner ist

Da nun die Reihe

mit der Reihe ux 4- *2 4- e « e divergirt, so folgt, dass 1 :P unendlich gross,
also P gleich Null ist.

Aus den beiden bewiesenen Satzen ergiebt sich ohne Weiteres die Richtigkeit
des folgenden: Wenn die Glieder der Reihe

| A 20 A- 23 4- e e e
sadmmtlich von — 1 verschieden sind, und von einem bestimmten
Gliede an bestdndig dasselbe Vorzeichen haben, und kleiner als
Eins bleiben, so hat das unendliche Produkt
P= Q142%14-22@1+ u'i) ===
einen positiven von Null verschiedenen Werth, sobald die Reihe
ux 4- 22 -F eee convergirt.

Wenn dagegen unter Ubrigens denselben Voraussetzungen die Reihe
uj 4- , , divergirt, so ist das unendliche Produkt P divergent, und zwar
gleich Null, oder unendlich gross, je nachdem die Glieder der Reihe ux4- u24- .«
von einer bestimmten Stelle an bestandig negativ oder positiv bleiben.

4. Aus den in No. 1 und 2 entwickelten unendlichen Produkten gewinnt
man noch einige bemerkenswerthe Reihen.

Nimmt man in No. 1, 14 beiderseits die Logarithmen, so erhalt man

Isinx = Ix 4 | (I — o 1(1 — 472)
Differenzirt man, so entsteht
1 2X 2* 2*
1 COtXx = — — N2 N2 4Nn2 x2 ~ 9T X 2
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Anhang.

Wir geben anhangsweise eine scharfere Ableitung der in § 4, No. 9 und
§ 5, No. 1 benutzten Grenzbestimmnng
A~ F(x o+ AX, Y -t- AY) — Fjx 4- AX, y) cFix, y)
Ay ~ dy
die dem gleichzeitigen Verschwinden von Ax und Ay Rechnung tragt.

Die Function fix) wachst oder nimmt ab, sobald d f: dx positiv oder negativ
ist; ist d f: dx stetig, so kann ein Uebergang vom Wachsthum zur Abnahme
oder umgekehrt nur fur solche Werthe der Variabein eintreten, fur welche
df\dx verschwindet.

F/in Curvenast y = p(A) und der Differentialquotient dp:dx seien stetig
zwischen den Punkten P und Pt, die zu den Abscissen X und X -+ AX gehdren.
Dei Punkt der Stiecke P P~ dessen Abscisse X -+~ zAX ist (e <C 1), hat die Ordinate

cp(X) H- slepla + AxX) — <plA] = (1 — e)<p(*) + sp(a: + Aal).

Der Unterschied u dieser Ordinate und der zu derselben Abscisse gehdrigen
Curvenordinate ist

u= tpXx-+-eAa) — (1 — e PX — ep(x -+~ AX) .

Diese Grosse verschwindet ftir e = 0 und e= 1; folglich giebt es einen
positiven echten Bruch e, fur welchen

du dtp{x -f- zAx)

L = j-t H- <p(*) — ?2(* + Aar) = 0.
Da nun
dpx  bAXx) dpx + zAX)
= - [0 Pl 4 %>
so folgt aus 1.
9 * * i - *
2(*+ a*) - i(x) = ax*. dx

Ersetzt man hierin x durch y und p@&Y durch Pix + AX, y), so erhalt man
sofort

F(x -+m Ax, y+ 4y) - F{x+
cy
Dividiit man beide Seiten durch Ay und geht dann zur Grenze fur ver-

chwindende Werthe Aa: und Ay Uber, so erhalt man
IImF(x + Aa, y H Ay) — Fjx -+~ Aa, y) ™ cFjx, y)
Ay -~ W

AX,

Integralrechnung,

bearbeitet von

Dr. Richard Heger,

Gymnasiallehrer u. a. 0. Hon.-Professor am Kgl. Polytechnikum zu Dresden.

I Theil. Integrale realer Functionen einer realen Variabein.

§ 1 Grundbegriffe und Grundformeln.

1 Die Grundaufgabe der Differentialrechnung ist: Zu einer ge-
gebenen Function das Differential zu bestimmen; die Grundaufgabe der
Integralrechnung ist die Umkehrung hiervon: Ein Differential f(x) dx ist
gegeben; man soll die Function bestimmen, von welcher f{x) dx das

Differential ist.
Die Function, von welcher f{x)dx das Differential ist, nennt man das

Integral von f(x)dx, geschrieben

ff(v dx.
Man hat daher ftir das Zeichen ff(x)d x die definirende Gleichung
1. dff(x) dx = fix) dx.
SJ™ (% + 1Af.uyirgenBlYBine Function von X, so ist daher
2. fdu= u.
Aus 1 und 2. ist ersichtlich, dass die Zeichen d und / einander auf-
heben.

2. Die Aufgabe, das Differential einer Function zu bestimmen, hat eine ein-
deutig bestimmte LOsung; nicht so die Umkehrung: Aus dem Differential die
ursprungliche Function herzustellen.

Ist namlich dFix) — fix)dx, so ist auch

d[F(x) H- C] = fix) dx,
wobei C eine willkirliche Constante bedeutet. Man hat daher

1. Jf(x)dx = Fix) -P C.

Man sieht leicht, dass unter der Form Pix) 4- C jede Function enthalten
ist, die fix) dx zum Differential hat. Denn ist ausser 1 auch ffix)dx = <K*)»
so ist dfp ix)

P IX
dx = /(*)1
da nun auch
dFjx) :
dx = fix) >

so ist
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d™Nx) — dFjx) _ dity{x) — F(x)\
dx ~ dx ~ o0

Hieraus folgt, dass die Differenz ty(xX) — F(x) eine von x unabhéangige (kon-
stante ist; man hat daher

<k*) — F(X) = C, oder <P = F(x) + C.

Die Function F(x), welche keine willktirliche Constante enthalt, bezeichnet
man als ein particulares Integral von f(x)d x; und dem gegentber F(x) -f- C
als das allgemeine Integral. Das allgemeine Integral geht daher aus
einem paiticularen durch Hinzufiugung einer willktrlichen Constanten
hervor.

0. Nach No. 1 fuhrt jede Differentialformel auf eine Integralforme]. Aus

den Differentialen der einfachen Functionen erhélt man die Grundformeln der
Integralrechnung:

§ i. Grundbegriffe und Grundformeln. 57i
darc cot dx
arc cotx — — v

In 10. und 11. kann das Zeichen Cx wieder durch das véllig unbestimmte
Zeichen C ersetzt werden.

4. Die nachste Aufgabe der Integralrechnung besteht darin, Integrale von
Differentialen, die nicht mit in den Grundformeln enthalten sind, durch geschickte
Substitutionen und Transformationen auf die Grundformeln zuriickzufihren.

Ehe wir uns aber dazu wenden, ist eine wichtige principielle Frage zu erledigen.

Es ist zu erwarten, — und diese Erwartung wird sich bald bestatigen
dass es Formeln fix) dx giebt, die in keiner Weise sich als Differentiale der
bisher in der Analysis bekannten Functionen oder von Combinationen derselben
ansehen lassen. In solchen Fallen wird durch das Zeichen

ffix) dx
eine neue Function definirt; wie wir in No. 2 gesehen haben, ist diese Function
bis auf eine additive Constante bestimmt. In dieser Weise fuhrt die Integral-
rechnung eine ungemessene Fulle neuer Functionen ein, die sich von den bisher
bekannten z. Th. durch ganz neue Arten von Eigenschaften unterscheiden; wir
werden einige von diesen genauer kennen lernen.

Wir wollen zunéchst versuchen, eine Anschauung der Function J/(x)dXx zu
gewinnen. Wir beschranken uns dabei, wie Uberhaupt bei allen gegenwartigen
Untersuchungen, auf reale Werthe von X und auf reale Functionen/(x); behalten
uns aber vor, diese Beschrankung spater wieder aufzuheben.

Wir construiren die Curve, welche in Bezug auf ein rechtwinkeliges Coordinaten-
system die Gleichung hat y —f{x);

P sei ein Punkt derselben, also
OP'= x, PP = f(x). Ein anderer
Punkt desselben Curvenzugs mit
kleinerer Abscisse sei A, so gelegen,
dass zwischen A und P die Ordinaten
sich weder unstetig andern, noch un-
endlich gross oder imaginar werden,
und dass, wenn A sich auf der Curve
bis P bewegt, der Punkt A immer
in derselben Richtung fortschreitend
nach P' gelangt. Alsdann ist die
von A'P', A'A, P'P und dem Curvenbogen AP umschlossene Flache eine end-
liche, eindeutig bestimmte Grosse.

Ferner sei OPx = X -t- \X. Wir kdnnen Ax immer so klein wahlen, dass
die Curve von P bis P X nur steigt oder nur fallt. Alsdann giebt es einen
zwischen P und P x gelegenen Punkt Il der Curve, so dass die von dem Curven-
bogen begrenzte Flache P'P P X X gleich dem Rechtecke von der Breite P P Xx

und der Hoéhe II'll ist. Wird die Flache AAPP' mit F und demgeméss
P'PPXP X mit \ F bezeichnet, so ist
af = rrn ea*.
Ist [xein echter Bruch, so ist OW = x -t- [ji-i\x, daher II'll =f(x + (xA”) und
AF = f{x + fxAjc) *\ x,

1F

oder =/ (* + MiA%).
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Gehen wir zur Grenze fur einen verschwindenden Werth von AXx Uber, so
erhalten wir

7 AA
mi Ax ~ Ajf), folglich

"m/;& = AX) oder dF = f(x)dx.
Hieraus folgt
Jfix)dx — F -j- Const.
5 Wir wollen nun zeigen, wie die Flache F — und damit also das Integral
Jf(x) dx — durch Begrenzung bestimmt werden kann.
Wir setzen zunachst voraus, dass die
Curve von A bis P nur steigt. Theilen wir
A'P' in n gleiche Theile 8 so sind die zu
den Theilpunkten 0, 1, 2 . .. n gehorigen
Ordinaten
fia> fia+ 8> fiR -+-28), f{a +~38) ....
f(a +~n—18, f(a -+~ no) AX)
Construirt man zwischen den Ordinaten
k—18 undf(a kb) ein Rechteck p,
mit der Hohe f(a ~k—18 wund eines r,
mit der Hohe f(a -+~ kS), so ist, da nach der
Voraussetzung
(M 49) f(a+ ~~18 < fja-+ kd),
der zwischen f(a h- k—18 und fa + Kkb)
enthaltene Flachenstreifen grosser als p, und kleiner als r,. Daher ist

1. 2 > 50/_0 * |
- _J_ I
Nun ist % = fifl + k—18 -8, rk —f{a+k§-s,
daher _ rk pk— [fia+ k8 —f{a +~k—1-8]8.
Also st ri Pi= [Aa+ o —f(a\&

r2 Pa= [Aa-F28) —f(a-+~ 988,
r3 P= [Aa+ 38)—f(a+ 28)]8,
ri 2= [Aa+ 48)— f(a + 38) 8,

rn Pu— [f(a+ ~g — f(a ~n—18]8.
Hieraus folgt durch Addition
2. 2r* - 2p, = [/(X) -7/ («)] 6.
Bezeichnet p einen  positiven
echten Bruch, so folgt aus 1. und 2
3. F = 2p + p[f{x) —f(a)} o.
Wenn die Curve von A bis A’'nur
fallt, so nehmen wir dieselben Con-
structionen vor; da aber jetzt
+ k—18 > f{ci - k9,
so ist der zwischen diesen Ordinaten
enthaltene Flachenstreifen kleiner als
p, und grosser als r,; daher ist jetzt

(M 500) 4, 2pk > F > 2rk;
Ferner ist
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Pi — rx == [f(a) —f(a + 8]8,
p2 — r2 = [f(a + 8 — f(a H 28)] 8,
P —r3= If(a+ 23) —Aa+ 3818>

—rn= [Aat+n=-18 --Aa+ ;A)]8°
Hieraus folgt

5. 2p« — 2r,, = [f(a) — f(x)\ 6.
Wir haben daher jetzt
6. F = 2p, — m[f(a) — f{x)} 8.

Gehen wir in 3. und 6. rechts zur Grenze fur einen verschwindend kleinen
Werth fur 8 Uber, und bemerken, dass, da f(d) und fix) als endliche Grdssen

vorausgesetzt worden sind,
lim [fia) - fix)} 8= 0,
so erhalten wir
7. F = lim[fia)+ /(«+ 8 +/70 + 28) + ... +/(* + »—1q] 5
»—1
oder kurzer A= Un~/(a + kd) 8.
0

Wenn die Curve zwischen A und P eine endliche Anzahl Male vom Steigen
zum Fallen und vom Fallen zum Steigen Ubergeht, so nehmen wir zunachst

wieder die obige Construction vor, und zerlegen dann durch die zu gewissen
Theilpunkten der Strecke AP' gehorigen Ordinaten die Flache in solche Theile
p F2 Ag, ...Fi, innerhalb deren die Curve nur steigt oder nur fallt; diese
werden durch Streifen getrennt, deren jeder zwischen zwei aufeinander folgenden
Ordinaten liegt. Fur die Theile Fx . . A gilt dann die Formel 7. Sind die

Anfangsordinaten der trennenden Streifen, deren Anzahl i — 1 ist,

W, o> Vo Y5
und die Flachen cpl, > 75> o o -
so ist fur jedes dieser @

Cpe — dm 6 "+ vmt

wobei vm eine positive oder negative Grosse bezeichnet, die mit 8 zugleich ver-
schwindet. Addiren wir nun die Fx . . . Fi und schalten dazwischen an den
passenden Stellen die it q® . . cp,_i ein, so erhalten wir fur die ganze Flache

n—I1
F = limynfja +~ 728 8 -+ lim (vXx -+ “+ . .+ Vi—).
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Wenn abei bei einer endlichen Anzahl von Gréssen v jede einzelne ver-
schwindet, so verschwindet auch ihre Summe, also ist
lim(vx 4- v24-vz 4- ..+ Vi-i) = 0,
und wir erhalten somit die allgemein gultige Gleichung

«—i

F — lim~ f(a 4- ko) 8,
oder
r n—t
8- /f(x)dx = lim2 / (¢« + k8 8 H Const.
! 0

Eine Veradnderung innerhalb der anfangs angegebenen Schranken der will-
kurlichen Grosse a hat, wie die Figur sofort zeigt, den Erfolg, dass die Flache F
um einen von x unabhangigen Betrag zu- oder abnimmt; und diesen kann man
dann in 8. mit der willktrlichen Constanten vereinigt denken.

ii— |
Den particularen Werth Ilim~ f(a 4 k8)8 nennen wir das zwischen
0
den Grenzen a und x genommene bestimmte Integral von fix)dx und

bezeichnen es mit J fix) dx. Es gilt also die defmirende Gleichung

Flgt man lechts zur Vereinfachung der Summenformel den verschwindenden
Summanden f(a 4- n8) 8 hinzu, so erhalt man

r *
o- //(**)dx = lim2 /(«+ k§s8.

0]

Die vorigen Betrachtungen zeigen, wie dasselbe angenahert bestimmt werden
kann. Berechnet man fur jeden der Theile Fx, F2 . . Fi gemass der Formeln
2. und 5 die Grossen

LAO-/(<¥)] 8
wobei ¢ und d die kleinste und die grésste Abscisse irgend eines dieser Theile
bezeichnen, so gewinnt man zugleich ein Urtheil Gber die Genauigkeit des ange-
néherten Resultats, sowie eine Auskunft dafur, wie klein Ogewahlt werden muss,
damit der Fehler einen gegebenen Betrag nicht Ubersteigt.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns zunachst mit solchen Integralen
beschéftigen, die auf die bisher bekannten Functionen fihren.

§ 2 Integral eines Polynoms und eines Produkts. Einfuhrung einer
neuen Variabein.
1 Aus der Gleichung
d(ul-j- u2-h u3-h ..-i- u,) = dux+ du24- du34- ..4 dun
gewinnt man durch Integration
/ (dux 4- du24- du34- ..4- dun) = ux4- u24- u34-..4- un 4 Const.
Hierfur kann man setzen
J(dux 4- du2 4- du3 4- ..4- du,,) —j dux 4- / du2 4- / du3 4- . .
Daher der Satzz Ein Polynom wird integrirt, indem man jedes
einzelne Glied integrirt.
Durch Anwendung dieses Satzes ergiebt sich z. B.

§ 2. Integral eines Polynoms und eines Produkts. Einfihrung einer neuen Variabein. 575

(1 4- x) dx de 4- S:xdx — X 4—)524 C]
Ir(x—x2)dx = rxdx— 5x2dx = — e — 4- C;

N1 4 ex)dx =Jdx 4-Jexdx = X 4 ex C;

I 4" /4dx C

/—— dx =J — +jxdx

Jfosx—sinx)dx=Jcosxdx— jsinxdx — sin: coSX C.

IX 4- Y C:

2. Die Dififerentialformel
diau) = adu
ergiebt durch Umkehrung
Jadu = au 4- Const.,
J adu — afdu .

Einen constanten Faktor eines Differentials kann man vor das
Integralzeichen setzen; oder: um ein Integral mit einer Constanten
zu multipliciren (oder zu dividiren), multiplicirt (oder dividirt) man das
Differential.

Hieraus folgt z. B.

| adx = ajdx — a C]

Ma4- bx 4- cx2 dx — ajdix ® bjxdx 4- cjx2dx = ax 4 b  4- e-x- 4- C]

. X2
N —xdx) = — jxdx = _ ¢ 4
I'dx 1 f dx 1, _
) ax aj x a
3. Aus der Differentialformel
duv — vdu 4- udv
folgt vdu — duv — udyv;

hieraus geht die Integralformel hervor

Jvdu = uv — Judyv.

Hiervon wird man mit Erfolg Gebrauch machen, wenn Judv bekannt ist,
oder leichter auf ein bekanntes reducirt werden kann, als fvdu; man bezeichnet
diese Reduction als die Methode der theilweisen Integration.

Wir geben hierzu folgende Beispiele:

jxexdx — Jxdex — xex — Jexdx = xex — N 4- 6';

fx2exdx — fx2dex = x2ex — fexd(x2 = ex (X2 — 2x 4- 2) 4- C;

fx3xdx = fx3dex = Xx3ex — 3Ix2exdx m= ex(x3— 3x24- 6x — 6) 4- C.
Allgemein hat man

JIxmexdx = Jxmdex — xmex — mfxm~-lexdx.
Ferner ist
j Ixdx — xIx —jxdIx — xIx —Jdx — xfx — 1) 4- C\
IxIxdx = ~jIxd(x2 = ~x2Ix —Ajx 2dIx — ~iflx — 1) 4- C;
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[Q— [— dx = 17-—-2
J eX -+~ e~X J 1+ f

= arctang(ex)

arc tatigy -h C,

+ C.

8§ 3. Integration rationaler algebraischer Functionen.

1 Eine rationale algebraische Function der Variabein X ist von der Form

aoxm+ axxm-1+ a™x"I» +

f(x) = 1

man erhalt dann den Quotienten
COXm—n + CxXm~n-~x

+ ..+ bmAX
Ist die Function unecht gebrochen, ist also m> n,
len Regeln der Buchstabenrechnung den Zahler durch den Nenner dividiren;

Cnt—n -\X

+

dOxmMx H- dxxn~2 -t- emm-t- d,-1

+ bQxn -+~ bxxn-1 —+~ .

. -F K

cm-

.+ amA\Xx -t- a,,,

bn
so kann man nach

n

§ 3. Integration rationaler algebraischer Functionen. 577

Man hat daher
J/(x)dx = J(cOxm~n + cxxmn~1

(-tu— n) d x
/'doxn~1 4- dxx,-2 —+ .. du—1

"y bOxn H- bxx" 1+ ...H- bn dx.

Das erste Integral rechts — das einer ganzen rationalen algebraischen
Function — ist nach den bisherigen Regeln sofort ausgefuhrt. Es bleibt daher

nur noch die Integration einer echt gebrochenen rationalen algebraischen
Function zu untersuchen.

Ehe wir hierfur die allgemeinen Regeln aufstellen, modgen einige einfache
Falle erledigt werden.
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Wie man sieht, gelingt in allen diesen Fallen die Integration dadurch, dass
man die gebrochene Function in ein Polynom von Brichen auflést, deren Nenner
lineare Functionen von X oder (Beispiel 7. und 8. Potenzen linearer Functionen
sind; die Zahler sind in dem ersten Falle constant, im letzteren von minderem
Grade als der Nenner; nur die Beispiele 3. und 5 machen eine Ausnahme, bei
ihnen treten nur Nenner von der Form 22 + a auf, wobei a positiv ist. Umge-
kehrt sieht man, dass die Integration echt gebrochener Functionen durchfuhrbar
ware, wenn es gelange, jede solche Function in der hier angegebenen Weise in
Partialbriche zu zerlegen, d. i. in ein Polynom echt gebrochener Functionen,
deren Nenner linear, oder quadratisch, oder Potenzen einer linearen oder qua-
dratischen Function sind. Wir werden nun zeigen, wie diese Zerlegung in jedem
Falle durchgefuhrt werden kann.

2. Es seien @(x) und <># zwei ganze Functionen und zwar cp@# vom nten,
tlZin von niederem Grade. Man zerlege die Function <p(X) in ihre linearen
Faktoren; dies erfolgt bekanntlich durch Auflésung der Gleichung

f(x) = 0.

Sind Sj, £2, . . . U die Wurzeln dieser Gleichung, und ist a der Coefficient

von Xn in y(Xx), so ist dann
Y = ax— X — ...x—U)-

Wir setzen nun zunéchst voraus, dass sammtliche £von einander verschieden

sind, und suchen die Zahlen Ax A2 .. . An so zu bestimmen, dass

Ersetzt man in dieser Identitat fur X den besonderen Werth £x, so ver-
schwinden rechts alle Glieder vom zweiten an, da die Grdssen
?2(*) ?(*) ?(*)
X — C9 X X \n
alle den Faktor x — ix enthalten. Fur die Grosse <tf) : (x — U) verschwinden
Zahler und Nenner, der Werth dieses Quotienten wird daher <p'(f) (Difif.-Rechn.,
§ 12). Somit gewinnt man
<K*i) =
und hieraus ergiebt sich der gesuchte Zahler AX zu

2. a, = 4(tl)

§ 3. Integration rationaler algebraischer Functionen. 579

Sind nicht alle £ real, so treten eine gerade Anzahl complexer %auf, die
paarweis conjugirt sind. Wenn W und U conjugirt sind, so sind auch die zuge-
horigen Zahler A/t und A/C conjugirt, also von der Form M -t- iN und M — iN.
Ist nun

U= r-mis, also U= r —is,
SO ist
Ah Ak _ (Au H- AK)x — AhU — AkUW
X W X U x2 (izH U)x ar UU
Da nun

AhU H- AK\h — Mr -p Ns -f- i(Nr — Ms) -p Mr 4 Ns — i(Nr — Ms)

= 2(Mr + Ns),
so folgt schliesslich

a a jik .. A/T. Ar-

Macht man die einzelnen Theile jeder der Functionen 9%, ~ und <|q gleich-
namig und vereint sie dann, so erscheinen diese Functionen als Quotienten
ganzer Functionen von z von demselben Grade, den die urspringlichen Functionen
in X hatten, dividirt durch die héchste vorkommende Potenz von z. Sind also
<K*) und tiW vom Grade n— 8 bez. h — a— e, und bezeichnen Ox, W,
ganze Functionen von den Graden n— a Nn— 8 N — a— ¢ so hat man

Ti _Pw;ot(iziindl=l) 4P 3l _ T

J zn-1" TI - J = zn-a-s

Daher wird aus 2.

W(z) zn~a Wx(z)  zn~«
7 — Aqzu-P .. + Aaz -P WAZ)
oder einfacher

zZ*Wx(z
. — Aoza -P .. -P Aa-\z p @)
.IW e iW *
Die Function Ox kann nicht durch Annullirung einiger Coefficienten von
minderem Grade als n — a sein; denn den Wurzeln z der Gleichung

3

*) Deolp, Aufgaben zur Differential- und Integralrechnung, nebst den Resultaten und den
zur Losung nothigen theoretischen Erlduterungen. Giessen 1869. pag. 81.

37
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4. ox. = 0]

entsprechen die Wurzeln der Gleichung 9x(x) — 0; davon sind aber die Z— a
Wurzeln 2 = oo von 4. auszunehmen, denn sie liefern x — ¢cx = 1:0 = 0,
also jc = wahrend nach der Voraussetzung die Function yx(x) den Faktor
X — nicht besitzt. Um die n — a Wurzeln von (X) = 0 zu erhalten, hat
man also nur die Wurzeln von (20 — 0 zu ermitteln und in X — *4 = 1:2
einzusetzen. Verschwanden nun die Coefficienten von 2*—~, 2«— t, zn~[~2, . ..

zn-*-x jn Pl(s), so wurde die Gleichung < (2) = 0 k gleiche Wurzeln 2 = 00
haben, im Widerspruche mit der Voraussetzung, wie soeben gezeigt wurde.

In ganz gleicher Weise ist ersichtlich, dass *F(2) und (2) nicht von
minderem Grade als n — 8 bez. n — a — e ausfallen kénnen; mithin ist 28%(2)
vom Grade n und 2£ipgl1(2) vom Grade n — a.

Man erhélt daher die Darstellung 3., indem man die algebraische Division
251N (™) : Wx(2) nach fallenden Potenzen von 2 geordnet ausfuhrt.

Das hochste Glied des Quotienten ist AOza; man berechnet ihn bis zu dem
Gliede A™-xz. Der Rest ist vom Grade n — a, und ist die Function

2-"(2).
Substituirt man in

2£¥ (2

a>i(2)
fur 2 ruckwarts wieder den Werth 2= 1:(x — 5Q, so geht 4. in ~i C* : 9iC*0
Uber; somit ist nun bekannt. Hat nun yx(x) lauter ungleiche lineare Faktoren,
so wird (X) : 9x(X) nach No. 2 weiter zerlegt; enthalt hingegen o, (or) noch
mehrfache lineare Faktoren, so hat man die soeben gegebene Entwicklung zu
wiederholen. Ist

PM) = (X — 1Q< o(x — BB = ... (x — £Qp,

so erhalt man schliesslich

4.,

§ 3. Integration rationaler algebraischer Functionen. 581

Es lasst sich nun nachweisen, dass dann immer eindeutig folgende Ent-
wicklung durchgefiihrt werden kann
I <K® AgX 4- Bq AXX 4- Bj AN-ix 4-BM—i #1(jO

DX ltsc— F)2+ r2r  [Gie— F)24a- yFM1 + —r)24-s2  2i(x)’
wobei y{(x) das Produkt der Faktoren bezeichnet, die in 9 ausser (x — r)2 4- s2
enthalten sind.

Multiplicirt man némlich in 1. beide Seiten mit [(x — r)2 4- so erhalt
man, wenn man (x — r)2 4- s2 zur Abkirzung mit U bezeichnet

= AOX -4 BO4- ("4 4 -BX U 4- (A*X4-B2 U2 4 ..«

.+ + + W )Uur'

Ersetzt man hier x durch r 4- is, so verschwinden alle Potenzen von U;
nimmt die linke Seite dabei den complexen Werth M q 4- ziV0O an, so hat man
3 A/q 4- fA/g — AO(r 4-is) 4- Bq.

Durch Vergleichung der realen und imagindren Theile ergiebt sich hieraus

4, Aq= -y-, Bg = Mq — N q.

Die Function — 91(x)(A0x 4- BO0) verschwindet, wenn AO und BO die
Werthe 4. haben, und x durch < ersetzt wird; hieraus folgt, dass diese Function
den Faktor x — *4 hat; sie hat daher auch den conjugirten Faktor, und ist
folglich theilbar durch das Produkt dieser beiden Faktoren, durch U. Fihrt man
die Division aus, und bezeichnet den Quotienten mit 7i (x)> so hat man daher

<K*) — H((X)(Aox + Bo) = u "'/lIx) e

Setzt man dies in 2. ein, so enthalten alle Glieder der Gleichung den Faktor

U\ nach Entfernung desselben bleibt

2)(”*) = axx 4- Bx + (A2x 4-B9 U 4- (A3x 4-Bt) U2 4- . ..
5 21 &)
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Fur das zweite erhalt man die Zerlegung

Ax + B d& ,C (x—r)dx 4 (BAD X ‘
J = +  Ix—r)2+ s2 fx — r)24- o2
Nun ist
(X — r) dx 1
J[(x 2n— 1) [(x—r)24- JZ"- 1’
also erubrigt noch die Ausfuhrung des Integrals
dx

f;(x— r)24- sZu’

Fuhrt man hier eine neue Variable durch die Gleichung ein

X —r = sz,

so ist dx = sdz, (X —r)24- s2 — j2(1 4- z2,
und man erhalt

6 f dx | fC dz

J[(x—r)2-h s32 sj@4-:z:2n"
Wie man aus der Zusammenrechnung der rechten Seite sofort sieht, ist

- (" dz c dz C z20dz
’ J (14-22« = N1+ 22«tl ~~J(L 4—229( ’
ferner erhalt man durch theilweise Integration

8 (" z2dz t zdz 1 z i dz
J qr4R)y -J “ (14-22« 2(nh—1) (14-z2n-1 2(n—1)J(1—z2dn—
Daher ist
dz 1 2n dz
S A14- Z%u 2n— 2 (14-22«-1 2n (\ -z B\

Durch dieselbe Formel reducirt manJdz:(\ —z2n~| auffdz: (1+ 22)"—2u. s. w.,
bis man zum Schluss auf
dz

/g4 77 arctangz 4- C

kommt.

6. Alles in No. 1 bis No. 5 Entwickelte zusammenfassend, erhalten wir
somit das Ergebniss: Das Integral einer rationalen algebraischen
Function lasst sich in jedem Falle durch eine endliche Anzahl von
rationalen Functionen, Logarithmen und Arcustangens ausdriicken.

7. Die Anwendung der soeben entwickelten Regeln wollen wir nun an
einigen Beispielen geigen.

A.

X34- 9x2 — 4Xx 4- 7 d
hx2— 5x + 6) (X24-5x4-6) "

Hier ist (jy ==X34- 9x2— 4x4-7, cpX)= (X —2)(x — 3)(x 4- 2)(x 4- 3),

also S = 2, 2= 3> = — 2, #H= — 3.
Die Werthe @(4.) werden am zweckmassigsten nach der Formel berechnet
cp(x)
?'&) = X= 4
Man findet cp(? = — 20, <p@B = 30, cp'(- 2= 20, P 3) =

Ferner ist ~(2)= 43, ~3) =103, ¢(— 2= 43, (— 3) = 73.

§ 3. Integration rationaler algebraischer Functionen. 583

Daher hat man die Zerlegung
X34- 9x2 — 4x + 7 43 30 43 73

(x2— 5x4- 6)(x2+ 5x4-6) 20 x—2 103 x—3 20 x+ 2 30 x+3

Hieraus ergiebt sich

X3+ 9x2— 4x + 7
J(.- 5*+6)@+5 HB)* - -

73
+ 8§ '/(x+2) "% "'/*+ 3)+ ¢
B.
dx
>/(Xx2— 4x + 5)(x2— 6x + 13)*
Hier ist << = 1,
cpx)= X—2—0(Xx—2+ i) (x—3— 20 (x — 3+ 2t),
$#M= 2-hi, ®=2—1i, L= 3+ 2z, $M= 3— 2,
9'2+ /)= 4+ 8/, P2—7/)= 4— 8/,
9'3+ 20= — 16— 8/, P@B—20= — 16 + 8/.
Man hat daher die Zerlegung
1 1 1 + 1 1
+2 _ 4x+ 5 (x2—6x+ 1) 4+ 8/'x—2—/14—8 x—2+ z
1 1 1 J

~ 16+ 8/’ x—3—2/ 16—8 x—3+ 2/
Durch Vereinigung conjugirt complexer Ausdricke erhalt man

1 1 1 1 X
4-1-8i x—2—/ 4—-8/ x—2+ / 10[(x 2)2+ 1
1 I 1 1 "2
W=Ti"'X - 3- Ti + 16— 8/*x — 3+ 2/ 10[(x- 32+ 4]
Da nun
B3 L -—= \1I(x2—4x + 5) + 2arctang(x — 2),

/
/Xx—2)2+ 1 2 v

Cx-sy +i = -6 * + 13)+ ' <z«ta.r~"=L

so folgt schliesslich
dx 1,x2—4x+ 0, lare tang(x — 2)
((x2=4x 4- 5) (x2— 6x + 13) 20'x2— 6x+13 ' 5

1 X 3
— 20arctang = N----- N C*

[ x2—3x+ 1
I (x — 2)3(x — 3)!

N,

. i i e o 1+ 22 ., -
Hier ist $ = 2; die Substitution x = — —---- liefert

X2 — 3x + 1= z\“(_22+ z+ 1),

y T N oL - 3V=i(i-o2

Daher ist
ZW (2) _ 23(— 22+ 2+ 1)

$7(0 ~ (T ~y2t

103 Kx- 2+ A

3
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Nun ist
(— 254-s44-£3): (22— 22+ D= — «3— « 4- —— N coomeeee
L% 224. 1
Substituirt man im Restbruche 2= 1:(x _ 2), so erhalt man

z2 1 1

(5ze 4- 325+ 324 4- S3) : («4 4- 4«3 4- 6724- 472 4- 1) = 5s2— 17«
41«4 4- 83«3 4- 63224-17«
24- Ha
Ersetzt man im Restbruche « wieder durch 1:(x— 1), also «4- | durch
X \([@x— 1, so erhéalt man

41«4 4- 8323 4- 6322 4- 17« 17*3-4 12*2 4 «* i 4

J{x2— 2*4-5)20 4-1)3"'
Die Auflosung der Gleichung «2- 27~ 4- 5= 0 liefert $ = 14- 2/. Um
die Darstellung zu erreichen
\ ____  AOx 4-RQ axx Bx 'F, ()
{x2— 2x 4- 5)2(v+ )3~ (x* — 2"~+52 + *2 _ 4- 5 + (jT+1)»’
setze man * = 14- 22in

BTE-QI “ -V + 4, + 4%+ 4)4 - 2*+ 5+ A
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Ist nun b2— ac < 0, so muss ¢ > O sein, da sonst der Radicand fur alle
realen Werthe von X negativ, die Wurzel also imaginar wirde, wahrend wir aus-
drucklich uns gegenwartig auf Integrale realer Functionen beschranken. Macht
man von der Substitution Gebrauch
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Aus diesen Gleichungen kann man nach einander die Zahlen BO, Bx, .

bestimmen.

Beispiel. Fur die Ermittelung von

*) Dolp, Aufgaben, pag. 90.

.Bn

§ 4. Integration irrationaler Functionen. 589

L (* - *)wYa4- ~bx 4- cx2 JYC4- 2(b 4- cv)y t- (6+2k + c%Zpy2
Ist nun a2+ 2k + ca2— 0, also .v— a ein Faktor von a4-274- cx2,
so reducirt sich das Integral auf

_ yn-ldy
J Yc4-2(b4-ca)y’
und wird durch die Substitution
c 4- 2{b cv)y = 22
in das Integral einer rationalen Function transformirt. Ist hingegen a24- 2/>a

4-ca2 2g 0, so hat man 1 nach den im vorigen Abschnitte gegebenen Regeln
zu entwickeln.

6. Hiermit ist nun auch das allgemeine Integral erledigt

(i9 dx
ﬁ(*) 4- 2bx 4- cx2’

wenn <@ und <p(X) ganze Functionen von X bezeichnen und y(x) nur reale
lineare Faktoren hat.

Man zerlege den Quotienten <NA) : f(x) nach den in § 3 gegebenen Regeln
in eine ganze Function und in ein Polynom von Brichen von der Form

A
(X —\n*

Dadurch zerfallt das vorgelegte Integral in ein Polynom von Integralen, die
nach den gegebenen Regeln entwickelt werden konnen.

7. Alle Integrale von der Form
1 JB(x, j/a 4- 2bx 4- cx2 dx,
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wobei T~eine rationale algebraische Function von undya -h 2bx -hex2
bedeutet, kénnen durch eine geschickte Substitution in Integrale
einer rationalen Function transformirt werden.

Eine solche Substitution einer neuen Variabein y muss die Bedingungen
erfullen, dass durch dieselbe sowol x als y'a -j- 2bx -hex2 rational iny ausge-
drickt werden. Diese Bemerkung fuhrt auf den Gedanken, eine Substitution
von der Form zu versuchen

Y<z -+ 2bx -f-cx2 = A -h Bx -h Cy,
worin A, B, C noch zu bestimmen sind. Durch Quadriren findet man
2. ah 2bx + cx2= A2+ 2ABx + 2ACy + B2x2+ 2BCxy + C%2.

Damit nun X rational iny ausgedrickt werde, muss B2 = c sein; um die
Formeln zu vereinfachen nehmen wir ferner AB = b, also A — b:]/c. Hierdurch
erhalt man aus 2, wenn man zur Abklrzung b2 — ac durch A bezeichnet
2 o A NC3Gv2 -(- 27j/r = Cy

2'Y/ZCy

Hierin kann noch C beliebig gewéahlt werden; nimmt man C = 2b: "j/c, so

wird cC2= 28$yV C = 4<£2 und man erhalt die Formelgruppe

N, AIQ/.. . _2\

§ 4. Integration irrationaler Functionen. 501

Erweitert man den Logarithmanden mit b -t- cx -t- 'Fcy a-h 2bx -hcx2, so

erhalt man
i b-hcx -hyCya -h 2bx cx2

yTl ac- +
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§ 5. Integration transcendenter Functionen.

1 Die Integrale von Functionen, welche die transcendenten Functionen
ex, Ix, smx, cosx, tangx, arcsinx, arctangx enthalten, sind im Allgemeinen
ebensowenig durch die bisher bekannten Functionen ausdriickbar, wie die Integrale
von irrationalen Functionen; nur in einigen einfachen Féallen gelingt die Reduction
auf bekannte Functionen.

2. A. Ein Integral von der Form
F _ ff{ex)dx,
worin f eine algebraische Function bezeichnet, verwandelt man in ein Integral
einer algebraischen Function durch die Substitution

- dy
ex =y, also dx = —;
y

denn man erhalt hierdurch

C. Das Integral
j X nemxd x

kann man zundchst dadurch vereinfachen, dass man mx — y setzt; dann wird
dx —y:m, Xxn—yn:mH und man erhalt
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rex
Fur die Bestimmung vorr_|3y—dx, sowie anderer irreductibler Integrale ist
X

man auf die Entwicklung in eine unendliche Reihe verwiesen (vergl. § 6).
E. Integrale von der Form
/f(a*) dx, //(>*)<p(x) dx
reducirt man auf die soeben betrachteten, indem man von der Identitdt Gebrauch

macht
ax — ela,
und die Substitution ausfuhrt
_ 7
la
Die gegebenen Integrale gehen dadurch uber in

b T f{fy) ol h fAey)*{fij -

3. Integrale von Functionen, welche ausser der Variabein noch den natur-

lichen Logarithmus derselben enthalten, also von der Form sind
Jf(oc, IX) dx,
kann man auf Integrale mit Exponentialgréssen reduciren, indem man substituirt
IXx =y, also x — ey, dx = eydy.

Man erhalt dadurch
1 IX) dx — Jf(ey, y) eydy.

A. So erhélt man

J(Ix — 2)3dx = f(jy — 2)3eydy,

also nach No. 2, 9 = ey[y—2)3— d(ly— 2)2+ 6(y—2) — 6]+ C
ey(y3 — 9y2 + 30jy— 38) 4- C
X[(IXY — 9/"c)2 H- 30(Ix) — 38] + C.
B. Ferner erhédlt man durch dieselbe Substitution, wenn m ~ — 1,

fxmixdx = fe("+Vy ey dy

e"tWlm+ 1)y — 11+ C

1
. xmtl fmh- 1) Ix — 1] + C.
Dasselbe Resultat hatte man auch leicht direkt durch theilweise Integration
finden kdnnen.

C. Auf letzterem Wege ergiebt sich

3 f{x) Ix dx — Ix | fix) dx — J FAX) gy o ¢,
J X

Ist f(x) eine ganze rationale Function von X, so sind die rechts vorkommenden
Integrale ausfuhrbar; das Integral 2. ist ein besonderer Fall von Formel 3.
D. Ebenso erhalt man
f 1
. A = — XN [ N S
4 JI xnIQIa bxm? dx il 1 X Ile bxm), J/ %
E. Allgemeiner ergiebt sich

5. J'fix) 19(x) dx = 19(x)J'f(x) dx — fjfix)dxjdx.

Ist fix) eine ganze Function und y(X) eine rationale, so ist das Integral voll-
standig ausfuhrbar; doch fuhrt die Formel 5 auch nicht selten in andern Fallen
zum Ziele, insbesondere dann, wenn Jf(x)dx algebraisch ist.

F. Man bemerke noch das Integral

§ 5. Integration transcendenter Functionen. 505

: (5 SN

. Cdx . ;
8. Macht man in | die Substitution IX =y, so erhalt man

p | "S-+

4. Integrale goniometrischer Functionen. Wir bemerken hier zunéachst
folgende einfache Integralformeln

AV -1- u
Um dieses Ergebniss mit dem vorhergehenden zu vereinen, bemerke man, dass
38*
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Integralrechnung.

Hier kann jedes Glied nach No. 6 integrirt werden.
9. Sind r und n positive ganze Zahlen, so ist

§ 6.

Integration durch unendliche Reihen.

599
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Integralrechnung.

§ 6. Integration durch unendliche Reihen. 6oi

steht darin, dass man durch dieselben in den Stand gesetzt ist, ein irreductibles
Integral Jf(x) dx in eine Potenzreihe zu entwickeln, sobald die Function f(oc)
dieser Entwicklung fahig ist.

Aus der fur alle Werthe von x gultigen Entwicklung
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§ 7. Einfache bestimmte Integrale.

1 Unter dem bestimmten Integrale

J f(x) dx

a
verstehen wir nach § 1, No. 5 die Flache, welche von der Curve y —fix), der
Abscissenachse und den zu den Abscissen a und X gehdrigen Ordinaten einge-
schlossen wird, unter der Voraussetzung, dass x > a und dass f(x) innerhalb
der Grenzen a und ~ nicht unendlich wird. Wir haben gesehen, dass dieses
bestimmte Integral ein particularer Werth des vollstandigen (unbestimmten) Integrals

jfix) dx
ist; ist daher

Jf(x)dx = <p¥ -b C,

so geht das bestimmte Integral

X

Jfix) dx

a
aus + C hervor, indem man der (konstanten C einen geeigneten besonderen
Werth Cx ertheilt, so dass man hat

1. Jf(x)dx — (fix) -~ C1.

a
X

Nun folgt unmittelbar aus der Definition, dass jf{x) verschwindet, wenn
a
man X den besonderen Werth a ertheilt; daher ist

2. 0 = (fia) + C1.
Durch Subtraction folgt nun aus 1 und 2

3 Jfix) dx — fix) — fia)

In dieser Gleichung erscheint nun X in doppelter Bedeutung. Insofern es
in fix) dx auftritt, soll man sich unter x die veranderliche Abscisse denken, die
von einem gegebenen Anfangswerthe a bis zu einem unbestimmt gelassenen
Endwerthe wéchst, und dann bedeutet wieder X diesen Endwerth, und tritt in

X

dieser Bedeutung als obere Grenze an dem Zeichen J sowie auf der rechten
a
Seite in f(x) auf.

Will man die Unbestimmtheit des x in der letzteren Bedeutung aufheben,
so wird man zweckmassig ein anderes Zeichen daftr setzen, etwa b, und hat daher

4 JF(x)dx — f() _ fia),

b> a.
Um die Beschrankung b > a aufheben zu kénnen, benutzen wir als Defini-
tion des bestimmten Integrals die Gleichung § 1, No. 5, 9

§

7.

Einfache bestimmte Integrale.

603
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Benutzt man nach No. 1
6 b
—Jff)dx = Jff)dx,

so erhalt man

(0]
2. fcf{x)dx+Jff)dx :fff)dx.

Der Satz L gilt also auch, wenn man die Grenzen b und c gegen einander
vertauscht.

Ferner folgt aus 1.

b C c

Jf(x)dx H fff) dx —fff) dx, also ist

a c c
3 fff) dx 4- fff) dx — fff)d x.
b a 6

Der Satz 1. gilt daher auch, wenn man a und b vertauscht.
Aus der Anordnung acb (2) erhdlt man durch Vertauschung der ersten und
zweiten Grenze (nach 3) die Reihenfolge cab, hieraus durch Vertauschung der

zweiten und dritten cba, und daraus endlich durch Vertauschung der ersten und
zweiten bca. Hieraus ergiebt sich, dass der Satz

b c c

fff) dx 4-fff) dx — fff) dx

unabhangig davon gilt, wie die drei Zahlen a h cder Grosse nach geordnet sind.

3. Nicht selten hat man es mit Functionen ff) zu thun, welche die Eigen-
schaft haben, dass

ff) — 0, und ff 4-2) = —ff — 2).
Hierher gehéren z. B. alle ungeraden Potenzen von a — X\ denn es ist
f —az+t = 0, [@a—f + 212wl = — [a— f — 2)]x+;
ferner alle goniometrischen Functionen von *. Man hat z. B.
tatig0 = O, tangz = — tang{— z),
cos2 = 6, cos”N -]-zh= —os — Zj -

FuOr derartige Functionen ist

fff) dx 0.

Ersetzt man namlich x durch a H- z, also dx durch dz, so entsprechen den

Werthen a b und a+ b von x die Werthe (— b) und b der neuen Verander-
lichen 2\ daher hat man

(b o

fff) dx —fff 4-2dz.

i i a—b —b
Nun ist weiter

fff + z)dz =fff + 2z dz 4- fff 4- z)dz .
N 4 _* 0
herner ist
0 -b
fff 4~2)dz= —fff 4-2)dz.
-6 0
Ersetzt man rechts 2 durch — 2, also dz durch — dz, so erhalt man
o b
fff 4-2dz = fff — 2 dz,
b 0

§ 7. Einfache bestimmte Integrale. 605

Nun ist aber nach der Voraussetzung
ff —2z2= —fFff 4-2);
daher hat man
0 6
fff 4-2)dz — — Jff 4-2)dz.
-b 0
Setzt man dies in 1. ein, so ergiebt sich: Ist ff) = 0 und ff 4-2)
= —ff — 2, so ist
a-\-b
fff) dz — 0.
a—b
Diesen Satz kann man geometrisch leicht erlautern.
DieCurvej=ff) schneidet y
die Abscissenachse in dem zur
Abscisse X = a gehdrigen Punkte
A. Nach der Voraussetzung
ff 42= —ff — 2 sind die
Ordinaten, welche zu zwei gleich-
weit von A liegenden Punkten
D' und E' der Abscissenachse
gehdren, entgegengesetzt gleich,

DD — — E'E\ ist daher
BA— — ACl1l— b, so sind
die Figuren BB'A und CC'A
congruent.

Da nun aber zu negativen Ordinaten negative Flachen gehoren,
so folgt, dass die Flachen BB'A und AC'C entgegengesetzt gleich sind, mithin
verschwindet ihre Summe, es ist also

d\b
fff) dz = 0.
a—b
Als Beispiele hierzu haben wir:
b
J(Axh4- Bxn4- Cx)dx — O,
—b
b
J sinxdx = 0,
—b
?+*
J cosxdx — O,
f-*
b
jarc sinxdx = 0.
—b
4. Hat die Curve y = fix) eine zur F-Achse im Abstande a parallele
Symmetrieachse, ist also
ff 4-2)=ff — 2,
und nimmt man an dem Integrale
a-\-b
fff) dx

dieselbe Substitution und Zerlegung vor, wie in No. 3, so erhalt man
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a\b
f/(pc)dx = Jf(a + z)dz + ff{a + z)dz = ff(a — z)dz + ff(a + 2)dz.
'~b -b o o] o}
Daher ist jetzt
(-b
ffix) dx = 2ff(x) dx.
a—b
Die Eigenschaft f(a + z) = f(a — z) besitzen alle geraden Potenzen von

(a — x)\ ferner die goniometrischen Functionen Sinus und Cosinus, denn es ist

in(f + = sin (f — ,
cosx = cos(— Xx) .
Man hat daher z. B. die Reductionen:
(i-\b a\b

i (a—x)2dx = 2f (a—x)2dx,

J+*
J sinx dx — 21sinxdx,
b
f cosx dx — 2j cosxdx
-b 0
Um auch diesen Satz geometrisch anschaulich zu machen, sei OA' — a,

B'A — A'C' = b; dann sind die Flachen
BB'A'A und AA'C'C gleich und es ist daher
BB'C'C = 2AA'C'C, also

a\b a'\-b
Jfix)dx = 2j'f{x) dx .
a—b a

5. Enthalt f{x) eine von den Grenzen
a und b unabhéangige Grésse 7, so ist
b

ffix, 7)dx
a
eine Function von 7. Setzen wir daher

ffix, 7)dx = Fi7),

a

so st
= lim|ffix, 7+ A7)dx — ffix, 7)dx™ :A7.
a a
Nun ist
b b b
ff(x>7+ A7)dx — ffix, 7)dx = f [fix, 7+ A7) — fix, 7)]dx.
<* n a

Folglich hat man
dF @) = ||mf/(*> TR AD) — fix Dy
| J A7

a
b

§ 7. Einfache bestimmte Integrale. 607

Daher hat man die Gleichung

b

d ffix, 7)dx )
a = fdfj)a M dx

dil J

Wir werden von derselben wiederholt Gebrauch machen, um aus einfacheren
Integralen minder einfache abzuleiten.
6. Wir wenden das soeben Mitgetheilte auf einige Beispiele an.

Ist 1~ — 1, sowie a> 0, b> 0, so ist
b
1 d L (/;«H! ant1)
. = y<H —
an X n'hl

Ist 1> 0, so bleibt xn fir alle endlichen Werthe von x endlich, und die
Formel 1. gilt daher fur alle endlichen a und b. Ist n negativ, so wird xn

unendlich gross, wenn x = O ist; in diesem Falle ist die Gleichung
b

f fix)dx = oib) — 9(0)
a
nicht unbeschrankt anwendbar.
Wird fix) fur die untere Grenze ai<.b), oder fiur die obere b, oder
fur einen zwischen den Grenzen liegenden Werth c unendlich gross,

so verstehen wir unter
b

f fix) dx
a

den Grenzwerth, gegen welchen das Integral
b b—s

ffix)dx, bez. ffix) dx

bez. die Summe

Jfixydx-\- T fix) dx
fur verschwindende Werthe der positiven Gréssen 8 und e convergiren.
Demnach ist, wenn a eine negative, b eine positive Zahl bezeichnen
b b
| xnax — limd xndx — AL — 1im 8eti) |
8
b —8 b

j'xtdx = limijxndx + J'xndfj = [or~— antl H-lim(— o)+ i— limzn+A

a a £
Ist nun 1 > — 1, so ist nH-1> 0, und daher
limi— o"+1= lim =0,
also ist
b b
J xudx — bn+X > J xLdx — n_AY (741 — «+1) |
0 a

die Formel 1. gilt also fur alle Werthe von a und b, wenn n> — 1.
Ist hingegen ft< — 1, so ist n+ 1<CO und
limi— = o0, lime«+l = oo .
Daher ist in diesem Falle
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00 co

andx= — 00, \]Xndx= 00 . i in(in— 1) (in— ... 321 C
5xme~axé|x = in@n =D (n = JZ) ---------------- /e~axd x.
Das von der negativen Grenze a bis zur positiven b genommene Integral ist ° o)
die Differenz zweier unendlich grossen Werthe; da 6 und s unabhangig von ein- Ersetzt man rechts ax durch z, so erhalt man
ander der Grenze Null sich nahern, so ist diese Differenz unbestimmt. * «
Fir n — 1 und positive Werthe von a und b hat man je~axdx = j'e—2dz.
Ist 1 eine positive gemischte Zahl, die aus der ganzen Zahl g und dem
echten Bruche r besteht, so kommt man durch wiederholte Anwendung der
Formel 2. auf die Reduction
Differenzirt man dies (Il — 1) mal nach b und macht dabei von den Formeln
Gebrauch
d>i—i (b - “xZ) | 1/\
2 <1mGe» .. (¢~ 1) o(TTAT,
fort-i = 1-3-8 . .(2«-8) 1
db»-1 k 2"~1 /Afln—
so erhalt man, wenn man schliesslich wieder b durch a2 ersetzt
9. Durch theilweise Integration findet man *
Die ersten /«Glieder des Divisors verschwinden fir x = o00; das (in h- I)te jsinmxdx = — sinm="xcosXx -+ (in — 1) fcos2xsinm-2xdx .
und alle folgenden werden unendlich gross; daher verschwindet der Quotient. Ersetzt man im letzten Integrale cos2x durch 1 — sin2x, so erhalt man
Ist nun m eine positive ganze Zahl, so gewinnt man durch wiederholte An- Jsinmxdx — — sin"}-x cosx + (in— 1)fsin™~2dx — (in— 1) fsinnxdx,
wendung von 2. daher ist

Schloemu.ch, Handbuch der Mathematik, Bd. II. 39
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U U
Durch wiederholte Anwendung dieser Reduction gelangt man, je nachdem
m gerade oder ungerade ist, schliesslich zu

und den Grenzen O und fur X entsprechen fur z die Grenzen O und 1 Ver-

tauscht man nach der Substitution wieder die Buchstaben z und .r, da, wie man
sieht, die Bezeichnung der Integrationsvariabein bei einem bestimmten Integral

zwischen constanten Grenzen ganz willkurlich ist, so erhalt man anstatt 1 und 3.

die Integralformeln
1 z 1N/ a\ o 1

§ 8 Berechnung von ebenen Flachen, Curvenbogen, Raumtheilen und
unebenen Flachen durch einfache bestimmte Integrale.

1 Wenn der Curvenzug (Fig. 504)y = fix)
zwischen Punkten A und B, deren Abscissen
a und b sind, stetig verlauft, und so beschaffen
ist, dass, wahrend ein Punkt P auf der Curve
sich von A und B so bewegt, dass jeder
Curvenpunkt nur einmal durchlaufen wird, die
Horizontalprojection P’ von P immer in der-
selben Richtung von A nach B' gelangt, so
ist die Flache A'/ABB’ (§ 1, No. 5)

1. F = jf(x)dx.

§ 8. Berechnung von ebenen Flachen, Curvenbogen, Raumtheilen und unebenen Flachen etc.

Wird die Ordinate fur eine zwischen a und
b liegende Abscisse OC — c unendlich gross,
so ergiebt sich die Flache

Ist die Gleichung y —f(x) auf ein schief-
winkeliges Coordinatensystem bezogen mit dem
Achsenwinkel a, so ist der zu |Ix gehorige,
der Ordinatenachse parallele Flachenstreifen
zwischen den Grenzen enthalten

Ist in rechtwinkeligen Coordinaten y = f(x)
die Gleichung einer geschlossenen Curve, die von
den Normalen zur Abscissenachse in zwei Punkten
getroffen wird, so bestimme man zunachst auf m
analytisch-geometrischem Wege die Abscissen a
und b der beiden die Curve tangirenden Ordinaten,
zwischen denen die Curve liegt. Bezeichnet nunjrj
die zu einer Abscisse X gehorige grossere, y2 die
zugehorige kleinere Ordinate, so ist die gesuchte
Flache (Fig 507)

7

611
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X3

r-jTfix-TfM ~xf)’
Wird die Flache vom Scheitel an gerechnet, soist xxX = 0, daher, und wenn

man X statt * 3 setzt,
X* 1
2. F=Tp = Hxy
Die Flache ist daher der dritte Theil des Rechtecks aus der Abscisse und

Ordinate des Punktes P.
Die Formel 1 lasst eine bemerkenswerthe Umgestaltung zu. Man hat nam-

lich zunachst
F= *3 (*2 + x3xxF x£).

Wird die Differenz *3 — xt mit 2ff bezeichnet, so erhalt man

F = --[*24- XAXX4- 2ff) 4- (*i -F 2ff)7],
dp L

= y(Bx™ 4- 12ff* 4 4- BIf2,

= qu 2 4- A{xl 4- ff)2 4- (*! 4- 2f)2] .

Bezeichnet man die zu den Abscissen xIf *, + d, xt 4- 2ff gehérenden
Ordinaten der Reihe nach durch rll, 2 J3, so hat man

F = g 4-4rn24-43.
Verschiebt man das Coordinatensystem, und hat O im neuen Systeme X O Y
die Ordinate a, so ist
F' = P1QxQzF3= F 4-2ad = ~N[(™ 4- @) 4- 4(©Y24- @) 4- (N34-«)] *
Werden die Ordinaten im neuen Systeme mit r)/, 42, 93 bezeichnet, so hat
man daher
F = N (9X 4- 4y]2 4- 93) »

Durch drei Punkte und die Bedingung, dass die Hauptachse der Ordinaten-
achse parallel geht, ist eine Parabel eindeutig bestimmt. Hat man daher drei
Punkte, PXx, P2 Fz, und ist die Ordinate ©2 des mittleren Punktes P2 gleich
weit (um ff) von den Ordinaten rj8 der andern entfernt, so schliessen die
Abscissenachse, die Ordinaten Tjj, r)3 und der Parabelbogen, dei duich Px, P2, P%
geht und dessen Hauptachse der Y-Achse parallel ist, die Flache ein

r F = g(rh 4- 4rj2 4- rj3.
Es ist bemerkens-
werth, dass dieser Aus-
druck den Parameter und
die Ordinaten des Scheitels
nicht explicite enthalt.
Man hat diese Formel
X dazu benutzt, den Inhalt
einer Flache ange-
nahert zu bestimmen.

Um die Flache AA'B'B angenahert zu erhalten, theile man A'B' in 2« gleiche
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Theile, und ziehe in allen Theilpunkten die Ordinaten, von A A aus begonnen

seien dieselben r, y)2, y3, . . . N2«ti e

Ersetzt man nun“die Curve durch 11 Parabelbogen, die der Reihe nach von
rp bis 43, 73 bis )5, ... j2*-i bis NX+i reichen und deren Achsen normal zur
X-Achse sind, so ist die Summe der von diesen Bogen begrenzten Flachen, wenn
AB: In = ff gesetzt wird,
F= ~[% 4- 492 4- 1j3 4- (93 4- 4r)4 4- 43 4- .4

= Vhl + 4n2+ ¥4+ %6+ ff2%) 4-2(N34- 754- 07 4- . . 4- &) 4- ff2+1] »
o]

und dies kann als angendherter Werth der gesuchten Flache benutzt werden.
Diese Formel ist unter dem Namen der Simpson’sehen Regel bekannt*).

3. Fur den zwischen zwei parallelen Sehnen AA4 und b B gelegenen
Theil einer Kreisflache ist Y

f = 2Jydx.
a
Bezeichnet @ den Polarwinkel von X3 und r den
Radius des Kreises, so ist
X = rcosy, Yy = «cp, dx — — rsinyde.
Sind ferner a und B die Centriwinkel der Sehnen
AAi und BB X so entsprechen den Abscissen a und b
die Werthe gx= £a, q2= £, und man hat daher
i 3
/I = - 2r shB e ffep .
1«

Da nun (M 5ii.)
. Cl- cos2ap op sin 29 B
/Sln’\cpffcp =) Aeeennens dy =2 e §aeeenenns U

so folgt
r2

/ = (a — B— sina 4- sinB).

Hieraus ergiebt sich die ganze Kreisflaiche, wenn man 3= 0 und a = 2~ setzt.

4. Fur den Theil einer Ellipsen flache, der zwischen zwei zu einer Haupt-

achse normalen Sehnen liegt, ist
b

f = 2Jydx,
a
sind d und b die Halbachsen, so kann man x = @ cos
y = b««<p setzen, mithin ist ff* = - a ««cp ffcp.
Gehodren zu den Punkten A und B die Werthe
o= -ba und o = B, so erhalt man
iR
f — — 2a1)jsiiPydy ,

ia
daher folgt schliesslich

f = -iah(@a— R— ««a 4- ««R).

*) Ueber den Genauigkeitsgrad der Simpson’sehen Regel vergleiche man Schloemilch,
Compendium d. héh. Analysis, 4. Aufl,, Bd. I, § 82,
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Die ganze Ellipsenflache F folgt hieraus, wenn man B= 0, a = 2ir setzt, zu
F = tz-ah.

5. Die Plyperbelflache, die von der Hyperbel und einer zur Hauptachse

normalen Sehne begrenzt wird, betragt, wenn X die Abscisse der begrenzenden

Sehne ist, und a und b die Halbachsen der Hyperbel sind,
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Daher hat man fur die von der Abscissenachse, dem Cycloidenbogen
OP und dem Kreisbogen PM' eingeschlossene Flache
2. OPM' = / + fx= «2(?—«x»?) = a-OP".

Also ist diese Flache gleich dem Rechtecke aus dem Flalbmesser
des erzeugenden Kreises und der Abscisse des Punktes P.

Aus 1 erhalt man fur @ = 2u die Flache, die von dem zu einer vollen
Umdrehung gehorigen Cycloidenbogen und der Abscissenachse eingeschlossen wird

3 / = 3uw2.
7. Ist die Gleichung einer Curve in Polarcoordinaten
r=1/77?)*

so lasst sich leicht der Sector angeben, der von den Radien zweier zu den
Polarwinkeln a und B gehdriger Curvenpunkte A und B und dem Curvenbogen
AB begrenzt wird.
Haben P und P Xx die Coordinaten @ r und
@+ Acp, r -+~ Ar, so kann A9 immer so klein ge-
nommen werden, dass der Curvensector OP P X= A
zwischen den Kreissectoren enthalten ist, die den
Centriwinkel Acp und die Radien r und r 4- Ar haben;
alsdann ist
wenn Ar > 0: E£r2Ap < AN < + Ar)2Acp,
., Ar < 0: ir2Ap > AS > i(r-h Ar)2Acp.
Dividirt man Glied fur Glied durch Acp und geht
zur Grenze Acp = 0O Uber, so convergiren beide Be-
grenzungen des Quotienten AS : Ap gegen den Grenzwerth £ r2; daher hat man
ds AS
deo m,&fp
Hieraus folgt unter der Voraussetzung, dass der Curvenbogen AB continuirhch
ist und ganz im Endlichen liegt, und dass @ nur wachst, wenn ein Punkt ohne
umzukehren den Bogen von A bis B durchlauft

S= % r2dy.
P
Far den Inhalt einer geschlossenen Curve,

welche von den Radien in zwei realen Punkten
geschnitten wird, hat man, wenn der Nullpunkt im
Innern der Flache liegt,

S = °

Sind r 1 und r 2 die beiden Radien, welche zum
Polarwinkel @ gehéren, und ist r” positiv, so ist r2
negativ; fur die Flache F hat man alsdann auch

S= xfr*d9 + fr 2d(f,

0 0
a

- \ri i)

Liegt der Nullpunkt ausserhalb der gesuchten
Flache, so bestimme man die Winkel a und B, deren (M 516)
Radien die Curve berUhren, zwischen denen also die Flache gelegen ist, gehoren
nun zu @ die Radien rl und r2, und ist r1 > r2 so ist die gesuchte Flache
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R 3
S—\Jrido- $ / do9»>
a a
[
also S= \j(r>-ri)d <t.
a

8. Die Gleichung der Fusspunktcurve der Ellipse ist
r2 = a2cos2@ H- b2sin2y.

Daher hat man fur einen an der X-Achse beginnenden Sector dieser Curve
*

P
S = ij (a2tos2? -h b2sin2gdy = [@a2— («3 —~n2)n2

die ganze hlache ist daher das arithmetische Mittel der beiden uber
den Hauptachsen construirten Kreise.

9. Fur die Kreisevolvente hat man, wenn AOQ

mit @ und der Halbmesser des Kreises mit a bezeichnet
werden

r2= a2\ +~ (02, t j0- @ = 5.

Aus der letzteren Gleichun Igt
das - rlcp — cos2 tp) das,
mithin ax — - 22, des.
1+ w2

Daher ist der Sector AOP
(W)
N — ~d2) as2das = a2as3.

10. Legt man bei einer Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt den

Nullpunkt in den Doppelpunkt, so ist die Gleichung der Curve von der Form
1. Ax2 -f- Bxy f- Cy2 — Dx3 vy Ex%d + Fxy2 - Gy3,
die Glieder ersten und nullten Grades fehlen.
Setzt man tangy = t, soist y = xt, r2= x2\+ t2,
dt
d9 = r+ 72
und dahei die Flache des Sectors, fur dessen Endpunkte t die Werthe a und b hat

S= ~jx2dt.

Fihrt many — tx in 1 ein, so entsteht fur x die lineare Gleichung
A + Bt -f- Ct2= (D + Et Ft2+ Gt3 ~.
Hier setzen wir zur Abkurzung
A y- Bty Ct2— T, D + Et+ Ft2+ Gt3= T,
und erhalten somit
T
x — f !
daher ergiebt sich fur den Curvensector
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o}
fT2
Ss=i T*di-

Dieses Integral kann in jedem Falle nach den Regeln uUber die Integration
echt gebrochener rationaler Functionen ausgefihrt werden. Es ist bemerkens-
werth, dass diese Sectoren mithin durch algebraische Functionen, Logarithmen
und Arcustangens ausgedriickt werden kdnnen.

Wwahlt man bei einer symmetrischen Curve dritter Ordnung mit
Doppelpunkt die Symmetrieachse zur Y-Achse, so ist die Gleichung fur x
geraden Grades, mithin

B —D —F —0,
und die Gleichung 1 reducirt sich auf
2. Ax2 + Cy2= Ex + Gy3.
Die Richtungen der Asymptoten bestimmen sich aus der cubischen Gleichung
Et -y Gt3 = 0;
diese ergiebt eine der X-Achse parallele Asymptote t = 0O und die beiden
Asymptotenrichtungen
t= Y—E\G.
Setzt man zur Bestimmung der Ordinate k der erstem Asymptote y = K in
2., so folgt
(A — EK)x2 = Gk3 — Ck2.
Hieraus folgen fur X zwei unendlich grosse Wurzeln, wenn
k= A:E.

Die in diesem Abstande der X-Achse parallele Gerade hat also mit der Curve
drei unendlich ferne Punkte gemein, ist somit Wendetangente mit unendlich
fernem Wendepunkte.

Diese Wendetangente wird selbst unendlich fern, und gleichzeitig auch die
anderen beiden Asymptoten, wenn E — O.

Da G alsdann von Null verschieden sein muss, sobald es sich um eine

Fur die Doppelpunktstangenten hat man die Gleichung
A-yctz= 0.
Haben A und C verschiedene Vorzeichen, so sind die Tangenten real und
man hat fur den zwischen ihnen liegenden Curvensector, fur die Schleife O MN,
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Es ist hervorzuheben, dass die Sectoren dieser Curven rationale alge-
braische Functionen des Parameters t sind.

11. Das Differential ds eines Bogens dgr Curve y = f(x) ist bekanntlich
as = yl | y -dx.

Daher ist der Bogen zwischen den Punkten A und B, deren Abscissen a

und b sind
b

s=J j/I f~y'2dx.
a

Hierbei wird ein rechtwinkeliges Coordinatensystem vorausgesetzt. In einem
schiefwinkeligen Parallel-Coordinatensysteme mit dem Achsenwinkel erscheint ds
als der Grenzwerth der Seite eines Dreiecks, das die Seiten Hx und Hy und den
von ihnen eingeschlossenen Winkel r — a hat; daher ist

ds Hx2 -+ Hy2 iHXxHy cos a
dx= m

Bezeichnet man auch hier die numerische Excentricitdt durch s, so ergiebt
sich fur einen im Scheitel beginnenden Bogen
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3.

Auch dieses Integral ist irreductibel; beide Integrale gehdren zur Klasse der
elliptischen Integrale, auf die wir im Il. Theile der Integralrechnung eingehen
werden.

13- Fiur die Cycloide ist

x = af{t — sint), y — (i{\ — cost).

Nimmt man t zur unabhéangigen Variabein, so ist
dx = a{l— cost)di, dy = asintdt
und daher ein im Nullpunkte beginnender Bogen

Die Lange der ganzen Cycloide erhéalt man hieraus fur t — 2k, sie ergiebt

sich zu
s— Sa.

14. Fur die Curve dritter Ordnung
Ax2+ Cy2= y*

ist, wenn man wieder y = tx setzt,
A + _Ct2 SA t- Ct2 , , STVRN ~A
X — — 83—, dx= — -——— -dt, dy—tdx-\-xdt— N
Folglich ist fur einen zwischen den Richtungen t= d und t = b liegenden
Curvenbogen
Dieses Integral ist im Allgemeinen elliptisch. Ist C = 0, so erhalt man die

NEiL'sche oder semicubische Parabel Ax2= yA und hat

b
a
Hierbei ist y — tx, mithin
A A
X - 73 Yy /2 -
Setzt man in dem Integrale t= 1:z, so erhalt man
1
a
1 s= Ajy$z2 -+ 4e-zdz.

Nun ist bekanntlich
\] y$z2 + 4ezdz = (9z2+4)7 - C,

Ersetzt man hier



620 Integralrechnung.

*% 1 |
TR A-
tind fuhrt die Grenzen O und y ein, so erhalt man schliesslich

Nz 2 I +4MT 8 '
15. Will man Polarcoordinaten verwenden, so macht man die Substitutionen
X = rcos@, jy= rsincp,
o/ar— zw @dr — rsin ed @, z/y= j/« pdr -f- rzw p.

Daher ist 22— dr2-+r-dy?2, und man hat
92
N= f -j/r2H-r'224p.
91
16. Die Spirale des Archimedes hat die Gleichung
r= ag
hier ist r = und man erhélt den vom Nullpunkt an gerechneten Bogen

r
und man erhélt daher fur den Bogen, dessen Endpunkte den Walzungswinkeln

o und @ zugehoéren
s= \ac2.

18. Das Bogendifferential einer Raumcurve ist (Differentialrechn. § 6, No. 8)
1. ds = ydx2-\-dy2 dz2.
Sind die Gleichungen der Horizontal- und der Verticalprojection gegeben

y=f\(x> *=A(*),

so hat man
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Sind die Coordinaten eines Curvenpunktes als Functionen eines Parameters t
gegeben, so ist

19. Sind die Curvengleichungen
y2_ 2ax, z2= 2bx,
so ist die Curve der Durchschnitt zweier parabolischen Cylinder, und
es ergiebt sich

Rechnet man den Bogen vom gemeinsamen Scheitel der beiden Cylinder
aus, so hat man

Setzt man X = u2 so folgt

iy

s=2j yu*+a + bdu.
0
Daher erhéalt man schliesslich
------------ === Y X -~ YX -+~ad-b
s = yx(x 4+a+b\f y(l 4bl \ — .
ya-+b
20. Die Raumcurve dritter Ordnung
X —at, y= bt2, 2= ct2
ist der gemeinsame Durchschnitt der Flachen zweiter Ordnung, deren Gleichungen
durch Elimination von t aus den drei Gleichungen erhalten werden:
bx2— a2y = 0, b2xz —acy2= 0, cxy —abz = 0;
dieselben stellen einen parabolischen Cylinder, einen Kegel und ein hyper-
bolisches Paraboloid dar.
Aus den Curvengleichungen erhalt man
dx dy dz
dt = a’ dt = wbt' dt — ?Ct ’
daher ist die Lange eines im Nullpunkte beginnenden Bogens
1
1 s = fy~a2a- 4 2f2 .. )72/4dt.

Dieses Integral ist im Allgemeinen elliptisch; es wird algebraisch, wenn
4bK— 9a2c2= 0.
Setzt man 2b2 = 3ac voraus, so nimmt der Kegel die besondere
Gleichung an
3xz — 2y= 0,
wahrend die beiden anderen Flachen keine Besonderheiten erhalten.
Das Integral 1 wird jetzt
i

s—y (0 -+ 3ct2dt — at 4- ct2— x H-z.

21. Schneidet man aus einem begrenzten Volumen durch zwei zu derselben
Geraden G normale Ebenen Q und QX eine Schicht \ V, und ist die Schnitt-
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ebene Q von einem gewissen Nullpunkte auf der Geraden um p, die andere QX
um p /4 entfernt, hat ferner die Schnittflache auf Q den Inhalt g, so ist das
Volumen der Schicht AV von dem Cylinder q<Ap um so weniger verschieden,
je kleiner Ap ist, und stimmt mit dem Cylinder bis zu jedem Genauigkeitsgrade
Uberein, wofern nur Ap hinlanglich klein ist; daher ist

AV dV

Hieraus folgt durch Integration fur das Volumen, das zwischen den Quer-
schnitten liegt, die die Abstande p = a und p = b vom Nullpunkte haben
b

V—Jqdp.
a
Sind insbesondere die Querschnitte normal zur A'-Achse und bezeichnet man

den Querschnitt in diesem Falle mit gx, so hat man
2
V=jgxdx.
-*1

Um die zwischen zwei Parallelkreisen enthaltene Schicht eines
Rotationskoérpers zu erhalten, lasst man G mit der Rotationsachse zusammen-
fallen; ist nun die Gleichung eines Meridians, in einem orthogonalen Systeme,
dessen Achsen G und normal zu G sind, und in welchem die zu G normale
Coordinate mit r bezeichnet wird,

so ist das Volumen der Schicht

V= «fr2dp.
a
22. Ein zur X-Achse normaler Querschnitt gx des dreiachsigen Ellipsoids

ist eine Ellipse mit den Halbachsen
—i/a2 — x2, —i/a2 — x2.
ay ar
Daher ist die Flache desselben
4 = p 02—"3;

mithin hat man ftir das Volumen einer Schicht, die von der YZ-Ebene und einer
dazu parallelen begrenzt wird

vV — {a2 — x2 dx
(0]
= KbMaz2x —

Das Volumen des ganzen Ellipsoids ist

Schneidet man das einschalige Hyperboloid
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normal zur Z-Achse, so ist der Querschnitt eine Ellipse mit den Halbachsen
0]/z2 +~c2:¢c und b-\V22 + c2:c. Das Volumen einer Schicht zwischen der
XF-Ebene und einer parallelen Ebene ist daher

berechnen wir das oberhalb der X F-Ebene entlang der positiven X-Achse sich
erstreckende und von einem Querschnitte normal zur X-Achse begrenzte Volumen.

Eine Normalebene zur X-Achse schneidet die Flache in einer Parabel, deren
Scheitel in der Hohe jv2: 2a uUber der X F-Ebene liegt, und die von der X F-Ebene
in einer Sehne von der Lange 2-ft Ta <x geschnitten wird. Der Inhalt dieses
parabolischen Querschnitts ist daher
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| ide 1 xi.

3 ar a
mithin ist die gesuchte Schicht

v=— /1. Ck- 1.1YI- -
3 aV ald i aV a
0

oder, wenn mit F der das Volumen begrenzende Querschnitt bezeichnet wird

V= \F-x,

also ein Viertel des Cylinders von der Basis F und der Hohe x.
24. Rotirt eine Ellipse
um eine Achse O Y, die in der
Ebene der Ellipse liegt, parallel
zu einer Hauptachse der Ellipse
ist, und die Ellipse nicht
schneidet, so entsteht ein
doppelsymmetrischer Ring.
Ein Querschnitt g dieses Rin-
ges, der durch 11 normal zur
Drehungsachse gelegt wird, ist
die Differenz der beiden Kreise,
deren Halbmesser FIPx und UP2 sind; daher ist, wenn ¢ den Abstand des
Ellipsenmittelpunktes von der Rotationsachse bezeichnet
q= T-(nPx+ up2(ufl- up?2,

- Azee BT o

Folglich ist das Ringvolumen

Vo= j y/F —yZ2dym y2dy.

-6
Setzt man y — bcosy, so erhélt man

K f
J 2 _~2 dy = IFJsin2qup= jb2 (87, No. 9 1).

Hieraus folgt
V = 2n2-eabe.

Bezeichnet E die Flache der rotirenden Ellipse
und w den Perimeter des von ihrem Mittelpunkte
beschriebenen Kreises, so ist

V=E-ew.

Dieselbe Formel gilt auch, wie man sofort
sient, fur jeden zwischen zwei Meridianen gelegenen
Sector dieses Ringes, sobald w den innerhalb des
Sectors gelegenen Theil des vom Mittelpunkte be-
schriebenen Weges bezeichnet.

Rotirt ein Parabelsegment ABC um die zur
Parabelachse normale Ordinate BC, und ist die
Parabelgleichungy2 = 2a(e — x), so ist die Flache
des zur Ordinate O\\ —Yy gehorigen Parallelkreises
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q= w2= "~ (2ae—y22.

Daher ist das Ringvolumen

Y2ae fﬁe

vV = 4"2)(%ae —y22dy = J(?ae—y22dy,
—fTTe 0
— _16/17
r15e2Y2ae

Bezeichnet F die rotirende Flache, so ist

F = ~ ell2 ae;

daher hat man
4ir
V= ~reF.

25. Wir beschliessen diesen Abschnitt mit Formeln und Beispielen Uber den
Inhalt von Rotationsflachen.

Um eine zwischen zwei Parallelkreisen enthaltene Zone einer Rotations-
flache zu berechnen, die durch Umdrehung der Curve y = f(x) um die X-Achse
entsteht, betrachten wir zwei auf einem Meridiane gelegene Punkte Xund P v mit
den Coordinaten X, y und x H- AX, y -+~ \y. Die Kegelzone, welche die Sehne
P P X beschreibt, hat den Inhalt

AN — 2©YAX2 -+~ A_y2 (y -~ NA_y).

Die zwischen denselben Parallelkreisen enthaltene
Flachenzone sei AF. Nahert sich Ax dem Grenzwerthe
Null, so nahert sich der Quotient AF:AX dem Grenz-
werthe von AN: Aar; daher hat man

dF - UG AF _ i AN
ax - Ax T AKX

Hiernach ergiebt sich fur die Zone, deren Parallel-
kreise die Abscissen a und b haben,

F= (%)

2G. Rotirt die Parabel y2 = 2px um die X-Achse, so ist der vom Scheitel
bis zu einem Parallelkreise sich erstreckende Theil des Rotationsparaboloids

= (2. + # -/ |m

Rotirt diese Parabel um die P~-Achse, so entsteht eine Rotationsflache
vierten Grades, die im Nullpunkte eine Spitze hat. Fur die von der Spitze
bis zu einem Parallelkreise reichende Zone derselben ist

Schlokmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 40
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. b—a\b—a
21/ t-+*l— —
nahert, wenn n unendlich wachst, und haben, wenn a < b, diesen Grenzwerth
als den Inhalt der Flache erkannt, die von der Curve y —f(x), der X-Achse
und den zu den Abscissen a und b gehorigen Ordinaten f(a) und f(b) einge-
schlossen wird. Die Abscissendifferenz b — a erscheint dabei in ngleiche 1heile
getheilt, ein solcher Theil ist (b — a) : n und der Functionswerth

/ {a+ Ko~fr~)
ist die Ordinate, die zum kten Theilpunkte gehort.
Setzen wir

so haben wir einfacher
b

Jf(x)dx = limly \x .
a
Die Voraussetzungen, dass alle \x gleich sind und dass die y die zu den

Theilpunkten gehorigen Ordinaten sind, kdnnen aufgegeben werden; theilt man
die Differenz b — a in n Theile bt'x, \x, . . £nx von beliebigem Verhaltniss
und ist yk eine Ordinate der Curve y = f(x), die zu einem innerhalb \kx ge-
legenen Punkte der Abscissenachse gehort, so ist

lim 2g* N\kx
ebenfalls die obige Flache.

Ist namlich die Curve y = f(x) zwischen A und B bestandig steigend oder
bestandig fallend, und bezeichnet man mit rg. und Yk die grésste und kleinste
innerhalb \kx fallende Ordinate, und mit F die Flache AA'B'B, so gelten die
Begrenzungen

STga/fe# < F <. 2 Yk&KX,
SrgA** < 2g*A*# < 2 Y/Ai-x.
Der Unterschied der Grenzen ist
2 YK&kX — SrrA*# = 2 (YK— NKKX.
Bezeichnet A den grossten der Theile
ANiiv, A2xy AM, L ALX,
so ist offenbar
2[Yk— YW Mkx < A 2 (Yk— e
-Da die Curve nach der Voraussetzung nur steigt oder fallt, so sind Yk und
Tg die beiden Ordinaten in den Endpunkten von YAX] im ersten Falle ist daher
Tg=y k-x, Yk= ykl im andern umgekehrt rg = yk, Yk= yk-1«
Folglich ist im ersten Falle

n
2 (YK—wp = (yi —To) + (y2—Ti) + (y3- y2) & = — t«-i =Y* —yO»
1

im letzten
n

A= (To- Ti)+ (TieT2 1"(y2 y3+ ee+ (r*-i—y») =To —y =
Sind nun die Ordinaten alle endlich, so verschwindet das Produkt
A.2(F,-7g) = = A<2(y, —To)
mit A zugleich; daher hat man in der That
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F = lim2ykA/,a:,
oder kurzer mit Hinweglassung des Index k
6
Jf(x)dx = lim2g A",

a
wobei man zu merken hat, dass die Summe Uber alle innerhalb der Begrenzung

liegenden X zu erstrecken ist,
a< x < b.
Wenn die Curve abwechselnd steigt und fallt, so kann man die soeben dmch-
gefuhrten Betrachtungen mit den fur denselben hall in § 1, No. 5 angestellten

combiniren; man kommt dadurch zu der Erkenntniss, dass auch fur diesen hall
b
Jf(x)dx = lim2g Ax ,

wenn nur yk fur alle zwischen den Grenzen a und b enthaltene Werthe von X
endlich bleibt.

Anstatt dieses Integral als das zwischen den Grenzen a und b genommene
Integral von f(x)dx zu bezeichnen, kann man es geometrisch anschaulicher das
Uber die Strecke A'B' ausgedehnte Integral von f(x)dx nennen.

2. Ist z eine Function zweier Variabein, z — @(X, g) und betrachten wir X
und g als rechtwinkelige Coordinaten eines Punktes der Ebene, so gehdort zu jedem
Punkte der Ebene ein bestimmter Werth von z. Ist nun in der Ebene eine be-
grenzte Flache f gegeben, und theilen wir dieselbe in beliebig gestaltete kleine
Theile Af, multipliciren jeden Theil A/,.f mit einem zk, welches zu iigend einem
innerhalb A/ gelegenen Punkte gehoért, so verstehen wir unter dem Uuber die
Flache / ausgedehnten Integrale

fzdf
den Grenzwerth, gegen den die Summe
2 ZKAkf
convergirt, wenn sammtliche &kfverschwinden; hierbei ist die Summe
Uber alle im Innern von /liegende Flachentheile A/zu erstrecken;
man hat also
fzdf = lim2 ZKAKf -

Dieser Begriff eines Uber eine Flache erstreckten Integrals wird geometrisch

am anschaulichsten, wenn wir die Oberflache F

z = P(x, 9)

construiren, und diese Flachec«

mit dem verticalen Cylinder

durchschneiden, auf dem die

entlang des Perimeters von

f errichteten z Ordinaten

liegen.

Bezeichnen & und Zk
die grosste und kleinste Or-
dinate der Flache z= <p(x,y),
deren Fusspunkte innerhalb
Akf liegen und V den Theil
des Cylinders zwischen der
XY-Ebene und der Flache
F, so ist
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2£*AK < V< 2Z*A*/
2 A*/ < 2zkAkf ~ 2 ZKAK .

Geht man zur Grenze fiur verschwindend kleine A/ Uber, so fallen die Be-

grenzungen
2C*Akf  und 2 ZkAkf
zusammen; daher ist
[zdf = lim2zkA/,/ = F.

3. Wenn man die Differenz AB der &ussersten Abscissen der Flache F in
kleine Theile A™, A2, ... A,a: und die Diffe-
renz der &ussersten Ordinaten CD in kleine Theile
AN, A2, Azy . . . A,y theilt, und durch die
Theilpunkte Parallelen zu den Achsen zieht, so
entstehen mn Rechtecke, von denen ein Theil
ganz ins Innere der Flache f lallt. Die Summe
dieser letzteren Rechtecke ist kleiner, alsf und
convergirt gegen den Grenzwerth /, wenn die AX
und Ay verschwindend klein werden; man kann
daher in der Gleichung
1. f zdf = lim 2 ZKAkf
diese Rechtecke als die Flachentheile Af be-

nutzen, also, wenn man den Index weglasst, Af durch Ax Ay ersetzen. Um
den Uebergang zur Grenze anzudeuten, hat man A/, Ax und Ay gegen df, dx
und dy zu vertauschen und gewinnt so fur 1 die besondere Darstellung

2. f zdf = Jzdxdy — UmlzAxAy.

Die Berechnung des Grenzwerthes kann geordnet in folgender Weise ge-
schehen: Man addire zun&chst die Elemente der Summe, die zu demselben
Ax — E F gehoren, also zwischen zwei benachbarten Ordinaten liegen; fur diese
Summanden ist AX ein gemeinsamer Faktor, und X kann in Ricksicht auf den
vorzunehmenden Grenziibergang in dem Faktor z — f(X,y) constant gleich OE
(oder OF) genommen werden. Deutet man diese Summation bei unverander-
lichem X durch das Zeichen 2X an, so ist die Summe dieser Elemente

AX e2tzAy.
Geht man hier zur Grenze fur verschwindende Ay uUber, so entsteht
A*lim2xzAy .

Nun ist aber der Grenzwerth das bestimmte Integral von zdy, ausgedehnt
Uber den im Innern der Flache / liegenden Theil £ler in E (oder F) errichteten
Ordinate; unter Berucksichtigung dieser Grenzen ist daher

Ax lim2xz Ay — Ax «f zdy .
Setzt man hierin fur Ax der Reihe nach alle Theile von AB, addirt die so

erhaltenen Produkte, und geht dann zur Grenze fur verschwindende AX Uber, so
erhalt man

lim'ZzAxAy = lim'AAxlim 2j zZAy
= limAxfzdy.
Das innerhalb der angegebenen Grenzen genommene Integral
fzdy

ist eine Function von X allein; der Grenzwerth rechts ist das von der kleinsten
biz zur grdssten Abscisse der Flache / erstreckte Integral
J(fzdy)dx.
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Es ist gebrauchlich die Klammern wegzulassen und das Differential der
Variabein, nach welcher zuerst integrirt wird, an die letzte Stelle zu setzen.
Das Uber eine begrenzte Flache f erstreckte Integral
ffxydf .
wird daher durch zweimalige Integration gefunden; man denke sich
zunachst a constant und berechne das bestimmte Integral
ff(x,y)dy,
erstreckt Uber den Theil der durch das Ende von * gehenden Nor-
malen zu OX, der innerhalb der Flache f liegt; dieses Integral ist
eine Function von X allein; hierauf berechne man das Integral
flff(x>y)dy]ldx
erstreckt von der kleinsten bis zur grossten Abscisse der Flache/.
Man kann in dieser Betrachtung die Coordinaten a und y gegen einander
vertauschen und gewinnt dann die folgende Regel: Um das Uber die blache
/ erstreckte Integral
ff(x, y)df
zu erhalten, denke man sich zunachsty constant (z. B. gleich OG) und
berechne das bestimmte Integral
ff(x,y) dx,
erstreckt Uber den Theil der zu y gehdérigen Normalen zu OY, dei
innerhalb / liegt; dieses Integral ist eine Function von y allein;
hierauf berechne man das Integral
J[If{x,y)dx] dy,
erstreckt von der kleinsten bis zur grdéssten Ordinate der Flache /.
Da die Uber Flachen erstreckten Integrale durch zweimalige bestimmte Inte-
gration gefunden werden, so bezeichnet man sie als bestimmte Doppel-
integrale.
4. Wir wollen nun an einigen Beispielen die Grenzen der aufeinander
folgenden Integrationen bestimmen. n r
A. Ist die Flache f ein Rechteck AB CD,
dessen Seiten den Coordinatenachsen parallel sind,
und in welchen AD und B C die Abscissen a und at,
AB und DC die Ordinaten b und bx haben, so ist

|
fzdf = \f zdx dy,

o w
Wenn beide Integrationen zwischen constanten Grenzen erfolgen,

so kann daher die Reihenfolge der Integrationen ohne Aenderung
der Grenzen gewechselt werden.

Die Bedingung, dass das Doppelintegral tber
die Flache des Rechtecks ausgedehnt werden
soll, kann durch die Ungleichungen ersetzt werden

a< x < a s> b<y < b

B. Ist die Flache/ das Dreieck OAB, dessen

Hypotenuse AB die Gleichung hat

a A
so gehdrt zu einer gegebenen Abscisse die Ordinate
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y = —(@a—x),
zu einer gegebenen Ordinate die Abscisse

x =

Integrirt man zuerst nach_y bei unverandertem X, so hat sich diese Integration

Uber die P P zu erstrecken, also y = 0 bisy = b(a — x) :a\ die nachfolgende
Integration in Bezug auf X erstreckt sich Uber OA, also von a = 0 bis x = a\

daher hat man

}df: JJ zdxdy.
00

Integrirt man dagegen zuerst nach X bei unverandertem y, so erstreckt sich
diese Integration Uber die Strecke P" P, und die darauf folgende Integration
nach y Uber die Strecke OB; folglich ist

iU-£) i
zdf — f j zdxdy = /( zdydx.
00 00

Um den Spielraum fur x und y analytisch zu definiren, bemerken wir, dass

die Function

fur alle Punkte auf derselben Seite der Geraden AB dasselbe Vorzeichen hat,
also fur alle mit O auf derselben Seite liegenden Punkte negativ ist, da fur die
Coordinaten des Nullpunkts sich T(Q, 0) = — 1 ergiebt. Die Bedingung, dass
das Doppelintegral

ffzdx dy
Uber die Dreiecksflaiche O AB auszudehnen ist, kann also durch die Bedingung
ersetzt werden, dass X und y alle positiven Werthe annehmen, fir welche

oder

C. Ist das Integral fzdf Uber eine Ellipse erstreckt, deren Halbachsen a
und b den Coordinatenachsen
parallel sind und deren Centrum
die Coordinaten 7 und O hat,
und beginnt man die Berechnung
mit der Integration nach Yy, *so
erstreckt sich dieselbe Uber
P1P2, und die nachfolgende
Integration nach x Uber AN A f
Beginnt man dagegen mit der
Integration in Bezug auf X, so
erstreckt sich diese Uber P xR 9

und die dann eintretende Integration nachy tber B fB f. Da nun

wobei die Wurzeln positiv zu rechnen sind, so ergeben sich die Grenzen
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Y+rt 5+"k«2—G —y)3
j'zdf —f f zdxdy ,
y—a 8—ffal~0~y)2

—y—
= f zdydx.
8b y—fb'i -(y —8)2
Fur alle Punkte des Perimeters von f ist
—vy2 , — 0)2 )
e v = thy) T & zi2 ) 0;
fur alle Punkte ausserhalb der geschlossenen Ellipsenflache hat die Function
dasselbe Zeichen, fur alle Punkte innerhalb das entgegengesetzte. Da nun fur
das Centrum der Ellipse 9(7, O = — 1 ist, so folgt, dass 9 fur alle Punkte im
Innern von f negativ ist. Beachten wir ferner, dass @ im Centrum den kleinsten
Werth hat, so haben wir fur das Doppelintegral die analytische Begrenzung
., & 2. v—82_ |, _ .
+ b2
D. Wird die Flache f von den Coordinatenachsen, von einer zur Abscisse
OA — a gehorigen Parallelen zur Y-Achse und von einer
Parabel begrenzt, die den Scheitel B, die Achse O Y und
den Parameter p hat, so ist

PP b—
2P

*2
* b-Pi>
zdx dy

Folglich ist

Will man zuerst nach X integriren, so zerlegt man

die Flache f in das Rechteck OACD, dessen Seiten sind
<2

OA = a, OD = AC — b —
und in das Parabelsegment DBC\ man hat nun
P2p (b-y)

J zdf =. Jb Pp'r';dydx + fb (0] J zdydx.
0 0 2/ 0
Die Function
x2 — 2p(b —vy)
verschwindet fur die Punkte der Parabel, und ist fur alle Punkte im Innern der
Flache f grosser, als fur O, und von demselben Vorzeichen; statt anzugeben,
dass das Doppelintegral ffzdydx uUber die Flache OACB zu erstrecken ist, hat
man daher die Bedingungen
O< x< a\ y> 0, — 2pb wx2— 2pb —

5. Wir beschéaftigen uns nun mit der EinfUhrung neuer Variabein in
Doppelintegrale, und beginnen diese Untersuchung mit einem besonders ein-
fachen Beispiele. Will man in das Doppelintegral

/(zdx dy
Polarcoordinaten r und 9 einfuhren, so hat man in z die rechtwinkeligen
Coordinaten X und y durch r und 9 nach den bekannten Gleichungen zu ersetzen
X — rcs9, y = rsin9.
Ferner hat man das Flachendifferential df durch r und 9 auszudricken,
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Haben P und Pt die Polarcoordinaten r, @ und r H- Ar, 9 H- Acp, so ist
das kleine Flachenstick PP~P, P»
Al

\{r -+ ar)* 49 — 1 nae
Ar)
(r+ y ) ArA?-

Geht man zur Grenze fur verschwindende
Ar und A9 Uber, so erhalt man

df = rdrdy .
Daher ist
1. ffzdxdy = fjzrdydr.
(M 529) Will man, wie hier angedeutet, zuerst

nach r integriren, so hat man das Integral tber die
Strecke P\P~ (Fig. 530) des Strahles OP 2 auszu-
dehnen, die im Innern von f liegt; die Grenzen fur
die darauf folgende Integration nach 9 sind der
grosste und kleinste Werth von 9, die bei f Vor-
kommen, also die Arcus der Winkel AO X und BOX.

Ist f ein Sector eines Kreisringes AB CD mit
Centrum O, dessen ausserste Radien und Polarwinkel
a, al und R Bj sind, so wird die Integration nachj;
und X wegen der Begrenzung von f sehr unbequem;
man muisste das Integral in drei Theile Zerfallen;
fur Polarcoordinaten wird die Arbeit viel einfacher,
denn man hat

Bi «l
fzdf =JJ zrdrpdr.
R a
Ist f eine Kreisflache O mit dem Radius a, so

hat man

J'zdf—f j'zrdydr.
0O

6. Die Transformationsgleichung No. 5 1 kann
auch unabhangig von geometrischen Betrachtungen
in folgender Weise hergestellt werden.

In dem gegebenen Integrale ersetze man die Variable y, mit der die Inte-
gration beginnen soll, durch die neue Variable r. Die Substitutionsformel fury
wird aus den beiden Gleichungen

X — rcos9, 'y — rsiny
durch Elimination von 9 gewonnen.

Wenn X und y sich um dx und dy andern, so hat man fur die zugehdorigen
Aenderungen von r und 9
1. dx — cosydr — r sinydy,

2. dy — sin™dr -t- rcosydy.

(M 531)

Bei der Integration nach y bleibt x unverandert, daher hat man in 1. dx — O
zu nehmen, und aus den beiden Gleichungen
0 = oosfdr — rsin9dy,
dy — siny dr -f- r cos<?c/9
das Differential d9 zu eliminiren; man erhalt
3. sin9dy — dr, dy = dr:17/29.
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Setzt man dies in das gegebene Integral, so entsteht
4. j'J'zdxdy =J'jz-jT~dxdr,

wobei man sich sin9 durch x und r ausgedruckt denken muss. Die Grenzen
der Integration nach r sind hier den Grenzen der Integration nachy entsprechend
zu nehmen; der analytische Spielraum fur X und r ergiebt sich aus der Un-
gleichung bez. den Ungleichungen, die den Spielraum von X und Yy angeben,
indem in denselben y durch r und X ausdruckt.

In dem Integrale

JIJ 1z @dx dr
dndere man nun die Anordnung der Integrationen und bestimme der neuen An-
ordnung entsprechend die Grenzen; in dem somit erhaltenen Integrale

J/J(z .sTfn_pdr dx
ersetze man X durch r und 9. Da bei der Integration nach x die Variable r
ungeandert bleibt, so hat man fir dx den Werth zu setzen, der sich aus der

Substitutionsformel

X = rcos9
unter Voraussetzung eines constanten r ergiebt, also
5. dx — - rsinydy.

Die Grenzen der Integration nach 9 sind denen fir die Integration nach X
entsprechend zu bestimmen. Man gewinnt somit
6. f fzdxdy = —ffzrdydr.

Aus 5. geht hervor, dass im Quadranten X OY bei unverandertem r die
Variable 9 abnimmt, wenn X wachst; dem grdssten Werthe von X entspricht
daher der kleinste von 9 und umgekehrt. Nach dem Begriffe des uUber eine
Flache genommenen Integrals werden die unteren Grenzen kleiner vorausgesetzt
als die oberen. Vertauscht man im letzten Integrale die Grenzen fur 9, so hat
man das Vorzeichen zu wechseln. Unter dieser Voraussetzung erhélt man nun
in Uebereinstimmung mit No. 5, 1

f fzdxdy = /fzrdydr.

6. Wir wenden uns nun zu den allgemeinen Transformationsformeln

fur Doppelintegrale.

Um fur X und y neue Variable X und p einzufihren, die mit X und y durch
die Gleichungen Zusammenhéangen
1. X = <KX, jx), Yy = x0,vVy),
betrachten wir die Curven, fir deren Punkte X bez. p constant sind; die Gleichung
einer Curve der ersten Art erhalten wir, indem wir p aus 1 eliminiren, die einer
Curve der zweiten Art durch Elimination von X Diese Curven bezeichnen wir
als die Parametercurven Xund p, und die Werthe Xund p, die einem gegebenen
Punkte P entsprechen, als die Parameter (oder Coordinaten im weitesten Sinne)
des Punktes.

Fur Polarcoordinaten r und 9 sind die Parametercurven X Strahlen durch
den Nullpunkt und die Parametercurven p Kreise um den Nullpunkt.

Wir werden nun unsere Betrachtungen auf solche Transformationen be-
schranken, bei denen im Allgemeinen zu jedem realen Werthepaare X,y ein und
nur ein reales Werthepaar X p gehort, bei welchen also jeder Punkt einen realen
Parameter X und einen realen Parameter p besitzt. Alsdann geht durch jedeti
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Punkt P im Allgemeinen eine Parametercurve X und eine Parametercurve g.; dies

mogen die Curven A und M sein. Waé&chst X um

J AX und g um Ag, so erhélt man zwei neue Parameter-

curven A' und M'; da nach der Voraussetzung zu

jedem P nur ein X und g gehort, so schneiden

sich A und A' nicht, ebensowenig M und M.

Geht man nun fur AX und Ag zur Grenze Null

Uber, so wird PP.2P xP 3 ein verschwindend kleines

Viereck, und die Curvenbdgen koénnen mit den

Sehnen verwechselt werden. Da PP S und P 2P x,

sowie PP 2 und P-APx dabei zu unendlich nahen

M 52) Geraden werden, und sich nicht schneiden, so folgt,

dass P P 2P xP % beim Uebergange zur Grenze ein

verschwindend kleines Parallelogramm wird. Der Inhalt desselben ist

df = sinxdpdz,
wenn man mit x den Winkel bezeichnet, unter dem sich die Parametercurven
in P durchschneiden, und mit dp und dz die an P liegenden Bogenelemente
von A und M.

Die unendlich kleinen Aenderungen, welche den Coordinaten von P ertheilt

werden mussen, um zum Punkte P.A zu gelangen, gehen durch Differentiation
aus 1. hervor unter der Voraussetzung, dass X constant ist. Man hat daher

o dy
dx — c dp, dy—cmdg.

Sind ferner tx und by die unendlich kleinen Aenderungen, welche man den
Coordinaten von P ertheilen muss, um zu P 2 zu gelangen, so hat man
(e

3. =
dX ty

Ferner ist

4 dp= Mdx2-p dy2, dz= Ytx2-p by2, sinx= 9Y P#F dx cf

dp dz dz dz
Hieraus folgt weiter
df — sinxdpdz — dxty — dytx,
und daher mit Hulfe der Werthe 2. und 3.
f= + .di + !
d WX %p. B gp. mc;\j dp.dX
Da df positiv ist, so ist das obere oder untere Vorzeichen anzuwenden, je
nachdem der Klammerinhalt positiv oder negativ ist.

Damit erh wir] s¢hliessl ie firransformationsformel
d d
y dy dy .

dp’'d
Beginnt man, wie hler angedeutet, mit der Integration nach g, so hat man
die Grenzen so zu bestimmen, dass sie dem innerhalb f liegenden Theile einer
Parametercurve A entsprechen; fur die nachfolgende Integration nach X sind die
Grenzen der kleinste und grosste auff vorkommende Werth von X
8. Zur weiteren Erlauterung fuhren wir die Substitution elliptischer
Coordinaten aus (vergl. Differentialrechnung § 5, No. 14).
Sind a und b positive Zahlen und ist a > b, so gentigen der Gleichung
X2 y2
aH-x b X
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bekanntlich zwei reale Werthe von x, von denen der eine X zwischen — a und
— b liegt, und der andere g grosser ist als — b.
Nimmt man X und g als neue Variable, so sind die Parametercurven Kegel-

schnitte, die der Ellipse

w52 y2
— +V - 1=o0
a b

confocal sind; und zwar sind die Curven A Hyperbeln, die Curven M Ellipsen.
Die Parameter X g eines Punktes h&ngen mit den Coordinaten X, y durch die

Gleichungen zusammen

X y‘
p.) /h-t-bDh4 A
a—b
FUr die Punkte der F-Achse ist X = 0 und daher ist X= — a, hat also den
kleinsten vorkommenden Werth; der andere Parameter g ergiebt sich aus der
Gleichungy — yb -p g; fur die Punkte der V-Achse ist jp= 0, X= — b;

g ergiebt sich aus X = Yy

ds2 = dp2-I- dz2= -

und das Flachendifferential

df= dpdz=w —
4 y—(@-Pgb-pg)@a+ b+ X

Das Vorzeichen der Wurzel hat man hier Ubereinstimmend mit dem Vor-
zeichen von X— g zu wahlen.
Man hat daher die Transformation

y—@C-Pg)b-pg)ci-pXb+ X
Soll das Integral Uber den innerhalb X OY liegenden Quadranten der Ellipse
X2 v2
- Pg — 1= 0
ausgedehnt werden, und beginnt man mit der Integration nach X so hat man
dieselbe Uber den Quadranten der Ellipse zu erstrecken
X2 v2 _
G__P(+ g—_—f_——_—}]:———l = 0.
Dem auf der V-Achse liegenden Scheitel dieser Ellipse gehdrt der Parameter
X= — b, dem auf der F-Achse liegenden X= — a zu; die Integration nach X

erfolgt daher zwischen den Grenzen — a und — b. Da ferner fur die an die
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X-Achse sich anschmiegende Curve M der Parameter ja— — b und fur die be-
grenzende Ctiggye ja= O ist, jhat man sdie Transformation

00 —6 —a

Da innerhalb des ganzen Integrationsgebiets X< ja so ist statt des Zahlers
X — ja in 1 hier ja— X gesetzt worden; in Uebereinstimmung hiermit ist die
Wurzel im Nenner positiv zu rechnen.

2.

9. Berechnung von Oberflachen. Um das Stick F der Oberflache
<p(x,y, z) = O zu erhalten, das eine gegebene Horizontalprojection / hat, zerlegen
wir f in kleine Theile Af und durchschneiden F durch die Mantel der parallel
der Z-Achse erstreckten Cylinder, welche A/zu Normalschnitten haben; hierdurch
zerfallt F in ebensoviel Theile wie /, die wir mit AF bezeichnen. Legen wir
nun in irgend einem Punkte innerhalb jedes AF eine Tangentenebene an F und
bezeichnen das Stuck derselben, dessen Horizontalprojection mit A/ zusammen-
fallt, mit AT, so stimmen die Summen 2AF und 2A7’ um so genauer uUberein,
je kleiner die Normalschnitte A/ sind. Geht man zur Grenze fur verschwindend
kleine A/ Uber, so erhalt man

F = lim2AX = Ilim2IAV.

Ist x der Winkel, unter dem AZ’ gegen die XV -Ebene geneigt ist, so ist

bekanntlich

A/
AT = asT’
daher hat man
F = Ilim1 asr
oder
1 F= f-L «df= f f~— dxdy.
J cosx J J oosx
Ist die Gleichung der Flache 2 = y(x, y), so ist(Differentialrechnung § 6, No. 1)
1
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h-w+ (ff.

- (FF(fF* %
Fuhrt man neue Variable durch die Gleichungen ein
X — aXcosja, Y — bXsin ja,
so sind die Parametercurven A Ellipsen,,

Gft-Off-'.

und die Curven M sind Strahlen durch den Nullpunkt, deren Winkel mit der
X-Achse sich ergiebt aus

b
tangr — ~ tanS X

Nimmt man als Horizontal Projection f einen Quadranten der Parameter-
curve X = Kk so sind die Grenzbedingungen fur x und y
X2

< Waz 1 kxS Lo #> 0, >0
Die Grenzbedingung fur X ist
0 < X< k.

. . W
Die Grenzen fur sind O und dieselben Grenzen ergeben sich fur ja

Ferner ist
dx dx .
= acosja, — = — aksin ja
d
gy: bsin ja y: b Xcos ja,
dja

dx dy dx dy

dX dm 2@ dx - X
Daher hat man fur die gesuchte Flache
* k
F — abf fV | 4- X2<\dp.d\,
00
= - 1]

Fur das hyperbolische Paraboloid ist

in Punkten beruhren, die dieselbe Projection auf die XF-Ebene
haben, sind gleich geneigt gegen die XF-Ebene. Flachenstiicke beider
Paraboloide, welche dieselbe Projection auf die XF-Ebene haben,
sind gleich.
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11. Die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung, bezogen auf seine
Symmetrieebenen, ist

u "
Fuhrt man dieselben Parameter ein wie im vorigen Beispiele, und erstreckt
das Integral wieder Uber einen Quadranten der Parametercurve X= Kk, so erhalt man

Die Punkte
X = Asinjx, y == Bsiny
liegen auf einer Ellipse mit den Halbachsen A und B. Ein Bogendifferential
dieser Ellipse ist _
ds — y A 2cos2jx -+ B 2sin2% o\
und daher der Perimeter eines Quadranten

so bemerkt man den Satzz Der Theil des auf einer Seite der Spitze
liegenden Kegelmantels, dessen Projection auf die XF-Ebene eine
Ellipse mit den Halbachsen ak und bk ist, ist dem Mantel eines
geraden elliptischen Cylinders gleich, der die Hohe \ak und im Normal-
durchschnitte die Halbachsen akb und 8kb hat.

12. Wahlt man die Achse einer normalen axialen Schraubenflache
zu Z-Achse und ihre Horizontalspur zur Z-Achse, so ist die Gleichung
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Substituirt man Polarcoordinaten und integrirt Uber eine Flache, die zwischen
den Kreisbogen r — r0O und r = rx und den Richtungen 9 = ¢0 und 9 = <9x
liegt, so hat man

13. Sind die rechtwinkeligen Coordinaten der Punkte einer Flache als
Functionen zweier unabhéngigen Parameter X p gegeben
x= A5p> y= KbH> 2= #>Kp
so hat man zunéchst
s _ J Cr 1 ldx. dy dx dy)
JIJaX MF N dx dp:
Nun hat man in cost noch die partialen Differentialquotienten von z nach

X und y durch X und p zu ersetzen. Hierzu bilden wir die partialen Dififerential-
quotienten von z nach X und p und erhalten

d\d\y .

iy
0
A

ip.’

dz dz
Diese beiden Gleichungen sind nach und aufzulésen. Setzt man zur

Abkurzung

*r,

so erhéalt man
dz dz
dx N’ dy

z <Z

hieraus folgt
TSt = ANZ Ir/Z» -t- M2+
und schliesslich
M2+ N 2d\dp.

Wir wenden diese Formel auf rdumliche Polarcoordinaten an, und
benutzen als solche den Abstand r eines Punktes vom Nullpunkte, den Winkel p,
den r mit OX einschliesst und den Winkel X unter welchem die Ebene des
Winkels p gegen die X F-Ebene geneigt ist. Die Substitutionsformeln zum Ueber-
gange aus rechtwinkeligen Coordinaten sind

X = rceosp., Yy = rsinpcosX, z = rsinpsinX.
Aus der Gleichung der Flache in Polarcoordinaten
r= /(X p)

kann man r in X, y, z einsetzen, und erhélt dann die Coordinaten der Flachen-
punkte durch die Parameter X und p ausgedrickt.

Fur die partialen Differentialquotienten der rechtwinkeligen Coordinaten
nach X und p ergiebt sich nun

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 41
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Hieraus ergeben sich folgende Werthe fir die Determinanten L, M, N:

'yz* + M2H-N 2’ |7z2+ M2+ N2’ yi2+~M2-+N2'
Hieraus ergiebt sich fur den Winkel v, den die Normale mit dem Radius
vec.tor bildet,
XL + yM-\-zN r 2sin\x
r~/L2t-M2+ N2 yz2 M2+ N2'
Man hat Hahpr

Ccosv u [

2. F- (f =« sin\xd\ dL

Zu dieser Formel gelangt
man auch durch folgende geome-
trische Betrachtung.

Beschreibt man um den Null-
punkt eine Kugel, deren Radius
= 1 ist, bezeichnet ihren Schnitt-
punkt N mit der X-Achse als Pol
und zéhlt die Meridiane von der
XF-Ebene an, so ist x die Pol-
distanz und X die Lange der

(M 533) Centralprojection Il des Punktes P
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auf die Kugel. Das kleine Flachenstuck Il IT+113ri2 der Kugel, das zwischen
den Meridianen X und XH- AX und den Breitenkreisen und jx -f- A)x liegt,
nahert sich beim Uebergange zu verschwindend kleinen AX und Afx einem Recht-
ecke aus den Seiten

UmTin, = dk, limli112 = d\x.

Wir projiciren dieses Kugelelement I\S = [lIIxt3112 von O aus auf die
Tangentenebene der Flache im Punkte P und auf eine Ebene, die durch Il
parallel zu dieser Tangentenebene gelegt ist; die erstere Projection sei AF, die
letztere A<l>; diese beiden Projectionen hangen durch die Gleichung zusammen

AF = r2<A0.

Geht man nun zur Grenze fur verschwindend kleine AN Uber, so kann man
AF mit einem Elemente der gegebenen Oberflache, und AN mit der Normal-
projection der Flache Ad> auf die Tangentenebene der Kugel in Il verwechseln;
man hat daher

8 10. Dreifache bestimmte Integrale.

L Ein gegebenes begrenztes Volumen v theilen wir auf irgend welche

Weise in kleine Theile

Alv, e XZ . ..,
und bezeichnen mit fk{x,y, z) den Werth, den die Function fix,y, z) fur irgend
einen im Innern von Az/ gelegenen Punkt annimmt.

Unter dem uUber das Volumen v erstreckten Integrale

jfix,y, z) dv
verstehen wir alsdann den Grenzwerth, gegen den die Summe
2fk(x,y, z) Hkv
fur verschwindend kleine Werthe der Az convergirt, wenn dabei die
Summation Uber alle in v enthaltenen Volumenelemente ausgedehnt
wird. Es ist also
1 Jf{x,y, z)dv = Ilim 2fix, vy, z) A/,
wobei rechts der Index k unterdriickt worden ist.

Dieses Integral hat eine einfache mechanische Bedeutung. Unter dem
specifischen Gewichte eines homogenen Korpers (d. i. bei welchem gleiche
Volumina gleiche Gewichte haben) versteht man den Quotienten aus Geweiht
und Volumen; das Gewicht eines gegebenen Volumens eines homogenen Korpers
ist daher das Produkt aus dem Volumen und dem specifischen Gewichte. Ist
ein Kérper nicht homogen, so versteht man unter dem an einem Punkte X, y, z
vorhandenen specifischen Gewichte den Grenzwerth des Quotienten

A'y: Az/.

Hierbei bedeutet Az/ einen kleinen Theil des Kdrpers, in welchem der
Punkt X, y, z liegt, und A7 das Gewicht dieses Theiles.

Es bedeute nun die Function f(x,y, z) das specifische Gewicht im Punkte

41
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X, Y, z eines Korpers vom Volumen W ferner bedeute fk(x,y, z) das kleinste
und y, z) das grosste innerhalb A”z» vorhandene specifische Gewicht. Ist
nun G das Gewicht des Kérpers, so hat man die Begrenzungen

T\K(X,y, 20 iNkv < G < 2%k(x,y, *) ,

Nk(x,y, z) akv < 2fk(x,y,z)kkV < 28%*(x, Yy, z) Alz>.

Verschwinden die !#v, so gehen die Grenzen in einander Uber, und man hat
daher

ffix}y,z)dv = lim2fix,y, 2\v — G.

Das Uber ein Volumen v erstreckte bestimmte Integral f f dv giebt also das
Gewicht eines Korpers an, der das Volumen v erfullt, und dessen specifisches
Gewicht an jedem Punkte gleich dem Werthe ist, den die Function f fur diesen
Punkt hat.

Ueber ein Volumen erstreckte Integrale kommen aber auch in mehrfach
anderer Bedeutung in der Mechanik vor, von denen wir nur noch eine andeuten
wollen. Die Anziehung, die ein Kdorperelement auf einen Massenpunkt in einer
bestimmten Richtung ausubt, ist proportional dem Gewichte des Elements und
einer Function ¢ der Coordinaten desselben, welche die besondere Art der An-
ziehung charakterisirt. Ist nun f das Produkt aus dem specifischen Gewichte
und der Function € so giebt j fdv bis auf einen vom anziehenden Kérper unab-
hangigen auf physikalischem Wege zu ermittelnden Faktor die Gesammtanziehung
an, die der angezogene Punkt in der gegebenen Richtung von dem im Volumen
Vv enthaltenen Korper erleidet.

2. Das Integral Jfdv kann je nach der Art, wie man das Volumen V ein-
theilt, auf sehr verschiedenen Wegen, und zwar immer durch drei aufeinander
folgende einfache Integrationen berechnet werden.

Durch Parallelebenen zu den Coordinatenebenen zerfallt v in rechtwinkelige
Parallelepidede; sind Ax, Ay, Az die den Achsen parallel gemessenen Kanten
des Volumentheils, in dessen Innern der Punkt X, y, z liegt, so hat man

ff(x>»>2z)dv — lim 2fix,y, 2 AzAyAx .

Addirt man zunéchst die Elemente, die zwischen zwei folgenden Normal-
ebenen zur V-Achse liegen, so haben dieselben Ax gemeinsam, und angesichts
des Grenzlibergangs hat x in der Function f fir alle diese Elemente denselben
Werth, ist also bei dieser Addition constant. Dieser Theil der Summe ist daher

Ax elim2/ «\z Ay = AxJ'JIfdydz.

Dabei ist das Integral Uber den Querschnitt des Volumens v zu erstrecken,
der die Abscisse X hat.

Man hat nun weiter

lim2/ «Az Ay Ax = |lim2 (fffdy dz) Ax = f (f[fdy dz) dx.

Die Grenzen des Integrals .sind dabei die grosste und kleinste Abscisse,
zwischen denen das Volumen v enthalten ist.

Unter Einhaltung der angegebenen Grenzen ist daher

ff(x,yz) dv = JJJIf(x,y,z)dxdydz.

3. Ist das Volumen v ein Parallelepiped, das zwischen den Ebenen x = a0,
Xx = aly= b0 y= bx, z= c0, z= cl enthalten ist, so sind diese Coordinaten
die Grenzen der Integrale, es ist ) )

ai G ci
Jfdv = J J Jfdxdydz .
a0 % c0

2f/\z\y Ax

Ordnet man in
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die Reihenfolge der Addition anders, z. B. so, dass man erst die zwischen zwei
Normalebenen zur F-Achse enthaltenen Volumenelemente addirt, so ergiebt diese

Theilsumme
Ay2/ANAX.
Hierbei ist y in fix, y, z) constant. Der Uebergang zur Grenze fur ver-

schwindende Az und AXx liefert
“1Cl

Ay f Ff dxdz.

Hieraus ergiebt sich weiter
alfi G*G
ffdv = lim2AyJ Jfdxdz = J j jfdy dxdz.
«0 G ao co

Es ist daher
a1 cj b\ «1 ¢\

J J Jfdxdydz=j J Jf dydxdz.

«0 60 co *0 a0 cO
Auf diesem Wege gewinnt man den Satzz Wenn die Grenzen constant

sind, so kann die Reihenfolge der Integrationen geandert werden,

ohne dass die Grenzen sich andern.
Sind die Grenzen nicht constant, so andern sich mit der Reihenfolge der

Integrationen auch die Grenzen.

4. Um die Integration [fdv in Polarcoordinaten auszufihren, ersetzen wir

inf die Coordinaten x, y, z gemass der Gleichungen
X = y = psingcosX, z = psin”®sin\.

Wir construiren Kugeln S um den Nullpunkt, und bezeichnen mit Ap
die in Richtung eines Radius gemessene Dicke der Schicht zwischen zwei auf
einander folgenden Kugeln; hierauf Rotationskegel C, welche OX zur Achse
haben und bezeichnen mit Ap. den Winkel der derselben Meridianebene ange-
horigen Mantellinien zweier auf einander folgenden Kegel; schliesslich Ebenen E
durch die X-Achse und bezeichnen mit A). den Winkel zweier auf einander
folgenden Ebenen.

Durch den Kegel, dessen Meridian den Winkel p mit der Achse bildet,
wird auf der Kugelflache mit dem Radius p eine Calotte begrenzt, welche die
Hohe p(I — cosf) hat; also ist der auf dieser Calotte stehende Kugelsector

2t
27p-P( - cosR) =g = p3(1 — costy.
Wachst p um Ap., so wachst dieser Sector um
. 2t
%(t p3[1l — cos(p + Ap.) — (L —cosp)] = y P3[*P — cosfa+ ~ 1

Behalt man angesichts des Grenzibergangs nur Glieder mit der ersten Potenz
von Ap. bei, so erhalt man

2. * p3«p.Ap..
Waéchst ferner p um Ap, so wachst dieses Volumen um den Ring
Y sin\iAja[(p + Ap)3— p3;

behalt man hier von dem Klammerinhalte nur Glieder mit der ersten Fotenz von

Ap, so entsteht
3 2T:p2«wp.Ap,Ap .
Der Theil dieses Ringes, der zwischen zwei benachbarten Ebenen E liegt,
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ist eines von den Volumenelementen, in welche wir jetzt v zertheilt haben; es
hat zum Ringvolumen 3. das Verhéltniss A X :2w mithin folgt
Av — p2sinpAp.AXAp .
Somit ergiebt sich schliesslich
p2sinp.dpdldp. -

Die Grenzen sind hier dem Volumen v entsprechend zu bestimmen.

5. Druckt man X, y, z durch drei neue variable Parameter p, X p aus
L wx — 2w Xpp y— HIXix> 2= xp* Xfi),
und wahlt die Parameter so, dass im Allgemeinen zu jedem Punkte des Volumens
V ein und nur ein reales Parametersystem p, X p gehort, so kann man die
Integiation auch in den neuen Variabein p, X p. durchfihren.

Denkt man sich in den Gleichungen 1 den Parameter p gegeben und
eliminirt X und jx so erhalt man eine Gleichung in X, Yy, z, die p enthalt; die
Flache, welche diese Gleichung darstellt, enthélt alle die Punkte, denen der ge-
gebene Parameterwerth 0 zugehort; wir wollen sie die Parameterfliche P nennen.
In gleicher Weise erhalten wir die Parameterflaichen A und M, welche die Punkte
enthalten, denen dasselbe X oder p. zugehort.

Dei \ oranssetzung nach schneiden sich zwei Parameterflachen derselben Art
nicht, folglich kann das Volumenelement, das von den drei Paar Parameter-
flachen der Parameter p, p-|]- Ap, X X-+~AX, p p+ Ap eingeschlossen wird,
far veischwindende Werthe von Ap, AX, Ap als Parallelepiped betrachtet werden.

Die diei dem Punkte P benachbarten Ecken Pj, P”, P™ dieses Volumen-
elements erreicht man durch Verschiebungen von Pt wenn dabei der Reihe nach
Xund p, p und p, p und X ungedndert bleiben.

Bezeichnet man die Coordinaten von /~a mit * + A/*, y + A/jy, z -h Atz,
so ist daher

§ 10. Dreifache bestimmte Integrale. 647

Ersetzt man schliesslich in / die rechtwinkeligen Coordinaten durch p, X p,

s0 hat man die Transformation

U ffdxdydz = = fff/ «J «dpdl d\,

wobei

Die Grenzen sind hierbei wieder dem Volumen v entsprechend zu bestimmen
und das Vorzeichen so zu wéhlen, dass es mit dem von J ubereinstimmt.
6. Man kann die Transformation auch unabhangig von geometrischen Be-
trachtungen durchfihren. Aus den Gleichungen
Xx=9@PXp), y= (@EX*f)
berechne man p und X und substituire diese Werthe in
2= 1@ X m);
dadurch erhalt man z als Function von X, y und p. Nimmt man nun X, y und p
als neue Variable fur die Integration, so hat man dz durch p auszudricken.
Bei der ersten Integration bleiben y und X unverdndert; unter dieser A™oraussetzung
gewinnt man durch Differentiation der Substitutionsgleichungen

wobei man die Grenzen der Integration nach p nach den Grenzen fur z zu be-

stimmen hat.
Hierauf andert man die Ordnung der Integrationen; nachdem ersten beiden

die Grenzen entsprechend bestimmt worden sind, erhalt man

Nun eliminire man aus den beiden ersten Substitutionsgleichungen p und
dricke y als Function von X p und X aus. Fuhrt man durch diese Gleichung
Xstatty in das Integral ein, so hat man dy durch dl zu ersetzen; dabei ist aber
zu berucksichtigen, dass p und X unverandert bleiben.

Unter dieser Voraussetzung erhalt man
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wobei die Grenzen fur X denen fury entsprechen mussen.
Hier andert man nochmals die Ordnung der Integrationen und beginnt mit
der nach X, bildet also, indem man die neuen Grenzen gehorig bestimmt,

Die in No. 5 gegebene Vorzeichenregel kommt zu Stande, wenn wir, wie in
No. 5, die Bedingung stellen, dass die unteren Grenzen der transformirten
Integrale, wie im ursprunglichen, kleiner als die oberen sind. Aus den bei der
Transformation verwendeten Formeln

= P§ ix = °f/o
>

erkennt man leicht, dass zu positiven d\i, d\, dp drei positive oder ein positiver
und zwei negative Werthe dz, dy, dx gehoren, sobald J > 0; hingegen zwei
positive und ein negativer oder drei negative, sobaldJ e 0. Ist nun z. B. dz
negativ, so folgt, dass wachsenden z abnehmende K entsprechen, dass also die
auf [x bezugliche obere Grenze in 1 Kkleiner ist, als die untere, wenn im gege-
benen Integrale alle untern kleiner sind als die obern. Will man daher in 1
die untere Grenze fur p kleiner haben als die obere, so muss man die Grenzen
und damit das Vorzeichen des Integrals wechseln.

Hieraus folgt, dass wenn in 3. schliesslich alle untern Grenzen kleiner als
die obern sein sollen, das Integral 3. noch mit dh 1 zu multipliciren ist, je
nachdem Jss”O.

7. Das Quadrat der Functionaldeterminante J ist

§ 10. Dreifache bestimmte Integrale. 649

1.
#H -v b -i- v f v

immer drei reale Wurzeln. Beseitigt man namlich die Nenner, so erhalt man
F(y) = x2(b 4- v)(c 4- v) 4-Y2(a 4- v)(c 4- v) 4- 22(0 4- v) (b 4- V)
— (@H-V)b a-Vv){c+ Vv) = o.
Setzt man fur v der Reihe nach die Werthe — a, — b — ¢, 00, so erhalt man
F{— a) = x2(b — a)(c— a)F{— b = y2(a— b)(c — b),
F{—c)= z2@a— ¢)(b—0©), F(oo) = 00.
Die Wurzelnder Gleichung 1 liegen daher zwischen den Grenzen 00 und
—¢,—c und — b, — b und — a\ wir bezeichnen sieder Reihe nach mit
p x jx Die Gleichungen der Parameterflachen sind

Die Flachen P sind dreiachsige Ellipsoide, A sind einschalige und M sind
zweischalige Hyperboloide. Da p, X fx die Wurzeln der Gleichung 2. sind, so
gilt die ldentitat
@4 vy(b4d v)(cd v)y — x2(b4-v){ca-v) —y2@4 v)y(b4d-v) — z2(a4-v)(b 4-v)

s Y—p(V—X(v—0p)-
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Ersetzt man hier v der Reihe nach durch —a, — b, — ¢, so erhalt man
die Substitutionsgleichungen
4 _ 0 +p )0 + X)(g+fx) A @B+ p)(*+ x)(M+ X 9 (V4-p)(V4a-X)(V+]x)
b—a(c—a vy @=b)(c—b " 2~ C_)G_) *

Durch Subtraction je zweier der Gleichungen 3. erhalt man die Gleichungen

\a-h A)a -h fi) E+ XE+ X [c4-X){c 4- ¥
Bezeichnet man mit p0, Pl) p2, X0, Xx, X2, jx0, :xx, jx2 die Cosinus der

Stellungswinkel der Tangentenebenen der Flachen P, A, M im Punkte P, so ist
bekanntlich

Die Gleichungen 5. sagen daher aus, dass diese Tangentenebenen normal
zu einander sind, dass sich also die durch P gehenden Parameterflachen P, A, M
normal schneiden.

Aus den Gleichungen 4. ergiebt sich

Die Radicanden, die wir der Reihe nach mit 1:R2 1:Z22, 1:M2 be-
zeichnen wollen, kann man in folgender Weise bestimmen. Fur die in 6. ent-
haltenen Cosinus hat man die Werthe

Diese Gleichungen lehren (vergl. Analyt. Geom. des Raumes, § 2, No. 4),
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dass R, Z, M die Coordinaten von P in einem Systeme sind, dessen Ebenen
durch O parallel zu den Tangentenebenen der Parameterflachen P, A, M, ge-
legt sind.
Bildet man in bekannter Weise die Formeln, welche X, y, z in den neuen
Coordinaten R, Z, M ausdriucken, so erhalt man
X = PoR 4- X0Z 4- jxOM,

10 y = 4-X2 4
zZ - p2R p%Z ¢« [xRI.
Hierin ersetzen wir nun die pn. .. durch die Werthe 8.; dadurch entsteht

Diese Gleichungen lehren, dass die cubische Gleichung
R * Z2 M 2

-+ p u - Xx u -t— Ix
die Wurzeln a b, c hat. Beseitigt man in dieser Gleichung die Nenner und
wechselt die Zeichen, so erhalt man
(zz—+-p)(zz—4-X)(zz-14%) — R 2(u-\-X)(u-\-\x) — Z 2(« + p)(&-f-jx) — M 2(u -t- p)(«H - X) = 0.
Man hat daher die Identitat
{UH-p{u 4- XU H-j¥) — R 2(U4- \){u+ ¥ — Z2(u4- p)(« 4- jX)
— M 2u4-p(u4d- xys (u— d){u— b)(jt — o).
Setzen wir in diese identische Gleichung fir u der Reihe nach — p, — X
— jX, so erhalten wir sofort

wobei zur Abkirzung gesetzt worden ist
R= (p4-a(4-b)(ps-c), B~ (X4-a)(X4-b)(X4-c), C= (jx4-a)(jx4-Db)(x4-c).
Wir wollen diese Formel anwenden, um einen Octanten des Ellipsoids zu

berechnen, dessen Oberflache die Gleichung hat

X2 y2 z2
E b T = 0.
a+ Po b+ Po c+ Po

Das Doppelintegral nach jx und X hat sich hierbei Uber alle Punkte des
Octanten eines mit E confocalen Ellipsoids zu erstrecken, mithin Uber alle
Werthe von jx und X, daher sind fur jx die Grenzen — a und — b, und fur X
sind sie — b und — c. Betreffs der Grenzen flir p genlgen die Bemerkungen,
dass die Achsen der Parameterflache mit p wachsen, und dass E selbst eine der
Parameterflachen P ist, ndmlich fur den besonderen Werth p= p0; die Flachen
P, die innerhalb E liegen, gehodren daher zu den Werthen p= — ¢ bis p= p0.

Da es sich nur um eine Addition der Volumenelemente handelt, so istf — 1
Verwendet man ferner die bekannte Formel fir den Inhalt eines dreiachsigen
Ellipsoids, so erhalt man schliesslich die bemerkenswerthe Integralformel
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JJ.
= f >- . ~ P)dpdl dy..

-f —b —6

fit Y +y, Vb+ p,

§ 11. Die periodischen Reihen und die FOURIER’schen Integrale.

1 Die unendlichen Reihen, die wir in der Differentialrechnung kennen ge-
lernt haben, waren Potenzreihen, d. i. Reihen, welche nach den steigenden
Potenzen der Variabein fortschreiten. In diesem Abschnitte werden wir eine
andere Gattung unendlicher Reihen untersuchen, namlich Reihen, welche eine
der beiden allgemeinen Formen haben
1* A0 4- Axcosn 4- A2cos2u 4- A%eos3u 4- . . . .

2- B xsinu 4- B 2siz2zz 4- sinz>u 4- . . .
welche also nach dem Cosinus und Sinus der ganzzahligen Vielfachen des Bogens
u fortschreiten.
Wenn die Reihen innerhalb der Grenzen 0 und z convergiren*), so stellen
sie Functionen von z dar; setzt man in diesem Falle
Aqg + Axcosz 4- A~ cos2u 4 .. = /(z2),
so ist offenbar
/Tt+ v) = /f(z— V).

Die Werthe, welche die Function von z — 0 bis z = z annimmt, wieder-
holen sich also in umgekehrter Reihenfolge, wenn die Variabele von z = 2z bis
2 — 2~ wachst. Beachtet man ferner, dass die Faktoren cosmu ihre Werthe

nicht andern, wenn z um ein ganzes Vielfaches von 2z zu oder abnimmt, so
erkennt man, dass

Z(u + 2kz) =/ («).

Die Summe der Reihe ist daher eine periodische Function von Z Ebenso
erkennt man sofort, dass auch die Reihe 2. eine periodische Function von u ist.
Beide Reihen werden daher als periodische Reihen bezeichnet.

Hierin unterscheiden sich diese Reihen wesentlich von den Potenzreihen.

Potenzreihen sind innerhalb des Convergenzgebiets Functionen der Variabein;
an der Grenze der Convergenz treten im Allgemeinen Discontinuitaten auf, und
far alle Werthe der Variabein, die ausserhalb des Convergenzgebietes liegen, ist
die Summe der Reihe unendlich gross. Die periodischen Reihen 1. und 2. da-
gegen sind fur alle Werthe von u convergent, wenn sie fur das Intervall O bis ©
convergiren, und sind periodische Functionen von z mit der Periode 2u.

2. Ist /(zz) eine Function, die innerhalb des Intervalls O und z endlich
bleibt, so kann man die Coefficienten AO, Ax, A2 .. An-\, bez. Bx, B2,
B 3, . Bn so bestimmen, dass die Gleichungen

/(u) — AO4- Axcosad 4- A2cos2u 4- An\cos(n — Du
2- f(u) — B xsinu 4- B 2sin2u 4- i?3sinZu 4- . . 4- B,tsinnu
far n verschiedene innerhalb des Intervalls O und r liegende Ubrigens willkurlich
gewahlte Werthe von u erfullt werden. Denn setzt man die gegebenen Werthe
von 2 z. B. in 1. ein, so erhalt man n Gleichungen, welche die Z unbekannten
Coefficienten ACG> Ax . . Au\ linear enthalten, aus denen die A also eindeutig
bestimmt werden konnen.

Die Summen der endlichen Reihen

*) Ueber die Convergenzbedingungen vergl. u. A. Schloemilch, Compendium der hohem
Analysis, 4. Aull.,, Bd. 1. pag. 40.
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SH = A xcoszi 4- A2cos2u .. 4- An- 1cos(n — Lu
V' = Bxsinu 4- B2sin2u 4- .. 4- Bnsinnu

stimmen also dann fur die gegebenen z Werthe der Variabein u mit der Function
f(u) uberein.

Vermehrt man nun die Zahl n, so wachst die Anzahl der Pnnkte, welche
die Curven Sn, 1n und f(u) — 2z dabei als Abscisse und Sn, 2« bez. f(u) als
Ordinate betrachtet — gemein haben; wird Z unendlich gross, so haben die
Curven Sn und /(zz), bez. 1n und f(u) unendlich viele Punkte innerhalb des
Abscissenintervalls 0 und z gemein. Es wird daher jedenfalls mdglich sein, die
Coefficienten AO, A X, A . bez.'B. B2, Bz der unendlichen Reihen

AQ4- Axcosz -} Ac, cos2u
B xsiziu 4-72
so zu bestimmen, dass fur alle Werthe von z innerhalb O und w die Reihen
eine gegebene, innerhalb der Grenzen endlich bleibende Function f(u) darstellen.

3. Angenommen, es gelte die Entwicklung
1 f(u) — A0 4- Axcoszi 4 - A2cos2u 4-
so kann man die Coefficienten leicht auf folgendem Wege bestimmen.

Man multiplicire 1 mit dz und integrire zwischen den Grenzen O und z.
Da fur jede ganze Zahl k

Jcoskzzdz — O,
so erhalt man
Jf(u)du — zAq,
mithin
2, /(zidu.
o r L3

Zur Bestimmung der andern Coefficienten machen wir von der Integral-
formel Gebrauch

J cosku cosziu dz — | cos(k — zi)u dzz 4- fcos(k 4- n) udu)
0 0 0
j Nz, wenn K — 7
~\ 0, ., k~ n.

Multiplicirt man 1 mit coskzzdu und integrirt zwischen den Grenzen O und
so erhédlt man hiernach

J /(zz) coskudz — \ zAKk,

mithin
AK = \j & ) cosku dzz.
0
Durch ein ahnliches Verfahren erhalt man die Coefficienten der Reihe
4, /(zi) = Bxsinu 4- B2sin2u -t- BQsiziSu 4- . -.

Multiplicirt man beide Seiten mit sizikzzdu und integrirt zwischen den
Grenzen 0 und z, indem man dabei von der Formel Gebrauch macht
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\] sinku sinnu du = cos{k— n)udu— \] cos(k-f- n)uduj
0 0 0
f$tc wenn k= n,
10, .  k~n,

4. Hierbei ist vorausgesetzt worden, dass die Entwicklungen
1- f{uy — + AXxcosu + A2cos2u  A%cos3u +
2. f(u) = Bxsinu + B2sin2u + B7sin3u
zuladssig sind, und unter dieser Voraussetzung sind die Coefficienten bestimmt
worden. Es ist nun noch zu untersuchen, welche Beschaffenheit eine Function
f{u) haben muss, um innerhalb des Intervalls O und & in eine periodische
Reihe 1. oder 2. entwickelbar zu sein.

Um diese Frage zu entscheiden, summiren wir die endlichen Reihen, die
aus 1 und 2. hervorgehen, wenn man die gefundenen Coefficienten einsetzt und
bei dem Gliede mit dem Index n abbricht,

j'ffy)sin3vsinZudv + ..+ Jfivjsinnv sinnudtt®
o} o}
Vereint man alle Integrale in jeder Summe zu einem einzigen, so erhalt man

n

5 S.=\fR?){1-t 2cosvcosu+ 2cos2vcos2u + ==+ 2cosnvcosnu)dv,

G ==~4 f(v) sinvsin?/+2sinv2vsin2u+2 sin3vsin3 «+ .. -t-2sinnvsninu)dv.

Setzt man zur Abkulrzung
RXx = cos(v— u) -~ cos2(v— u) + cos3(V— «)+..-+- cosn(v— u),
R2 = cos(v-t- u) + cos2(v H-u) H- cosS(v H-u) + ..+ cosn(v+ u),
so erhalt man

1A s

S, = i /770)0 + A, + RC)dv, s» = /() (V?, - Jf2) A> .
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Die goniometrischen Reihen RXx und R 2 lassen sich leicht summiren.
Multiplicirt man namlich die Reihe
cosa H- cos2a + cos3a + cosAa H- ..+ cos?ia
mit 2sin\a, und macht in jedem Gliede von der Formel Gebrauch

2sinlaecoska = sin(k+ Ra) — sin(k— Ja),
so erhalt man sofort
2sin\a(cosa + cos2a + ..+ cosnd)

= sin\a — sin\a 4 sina — sin\a H- . . f- sin(n -h M)a — sin(n — MNa .
Hieraus folgt

n ;
cosa + cos2a + . cosna= —in -—-
Daher ist

u 0
In diesen Gleichungen lassen wir nun n unendlich wachsen. Ob dabei
Sn und sich bestimmten endlichen Grenzen nahern und welches diese Grenzen
gegebenenfalls sind, das hangt davon ab, was aus den beiden Integralen

1z R tz
r* o- _i_1 I* o 1

wird, wenn n unendlich wéachst.
Statt mit diesen beiden Integralen, werden wir uns zunadchst mit dem
Grenzwerthe eines etwas einfacheren beschéftigen.
a

sI?l 71C
/ —_—— du, wenn nt die Reihe der

0
positiven ganzen Zahlen durchlaufend unendlich wachst, und a positiv ist.

Wir theilen den Betrag ;«a in g ganze Vielfache von - und einen Rest p,
der kleiner als - ist, so dass also
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ist fur alle innerhalb der Integrationsgrenzen O und ~ liegenden Werthe von <O
endlich. Denn fur o = O ist zwar das erste Glied der eingeklammerten Summe
unendlich gross, das Produkt mit dem verschwindenden sinl0 ist aber = 1; alle
andern Bestandtheile des Produkts verschwinden mit sinto. Fur jeden positiven
Werth von to enthélt die Reihe

1 1 1 1

o o -+ ir o 4- 2it -+ 3t
Glieder, welche unbegrenzt abnehmen; daher hat die Reihe einen endlichen
Grenzwerth.

Hieraus folgt, dass der Grenzwerth des Integrales

eine endliche bestimmte Grosse ist; wird dieselbe mit C bezeichnet, so haben wir
schliesslich

Wir werden sehr bald Gelegenheit finden C zu bestimmen.

6. Wir wenden uns nun zur Gleichung 2. der vorigen Nummer zuriuck und
setzen voraus, dass F(u) innerhalb der Integrationsgrenzen 0 und a endlich bleibt.

Unter dieser Voraussetzung ist in dem Grenzwerthe

0

der Zahler des hinter dem Integralzeichen stehenden Bruches endlich, wahrend
der Nenner unendlich gross ist; da nun auch p eine endliche Grosse, namlich
< irist, so folgt

Die Summe S der eingeklammerten Reihe wollen wir zunéchst unter der Voraus-
setzung bilden, dass F(0i) innerhalb des Intervalles 0 und a endlich und positiv
ist und ununterbrochen abnimmt. Alsdann enthélt die Reihe Glieder, die zur
Grenze Null abnehmen, und ist daher convergent. Die Summe der Reihe liegt
zwischen den Summen der ersten 2/£ und der ersten 2k -h 1 Glieder, also zwischen

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Iid. II. 42
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Wir konnen nun k unendlich gross voraussetzen, doch so, dass k zu n
ein unendlich kleines Verhdltniss hat; alsdann ist

Nimmt F(u) von O bis a ab, ohne dabei immer positiv zu bleiben, so ist
F{u) — F(a.) immer positiv, und erfullt daher die Voraussetzungen, fur welche

die Gleichung 1 gilt. Folglich ist
o

Und [ F (u) - Fa\du = C[F(0)- F{a).

o]
Da nun

so dass nun diese Gleichung fur jede von O bis a abnehmende Function gilt.
Nimmt F(u) von O bis a ununterbrochen zu, so nimmt F(a) — F(u) ununter-

brochen ab; es ist daher

a

limj[F (o) - Fu\du= C-[F{a- ~(0)].
0
In Rucksicht auf 2. folgt hieraus
limj F ( u ) du= C-F(0).

Wenn F(u) von u— 00 bis u == a abwechselnd steigt und fallt, so kann man
immer zwei Curven Fx(u) und F2(u) angeben, von denen die erste innerhalb
desselben Intervalls nur steigt, die zweite nur fallt; fur welche Fx(0) = F 2(0)
= i™0); und dass ferner fur jedes zwischen O und a gelegene u

F(u) = i[Fx(u + F2(u\

Die periodischen Reihen und die FOuRIER'schen Integrale.

659
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Folglich ist
3 Ji — 2u/0) .
Wird f(u) far einen Werth von u discontinuirlich, so ist, wie man aus den
beiden Bestandteilen von J x sofort erkennt, fur diesen Werth von u
Ji — Mf(u—0) + /(w+ 0)]>
wenn man mit f(u — 0) und f(u + 0) die Grenzwerthe bezeichnet, welche
f(u — x) und f{u + Xx) erreichen, wenn die positive Zahl x zur Grenze Null
abnimmt.
Flr u == 0 fallen die Grenzen des ersten Theiles von J X zusammen, derselbe
verschwindet daher und es bleibt
Jx = &/ (+ 0), wenn u= O.
FUr u = k fallen die Grenzen des zweiten Theils zusammen und es wird daher

JX — of(c— 0), wenn U = t.
Das Integral / 2 verschwindet nach 2., sobald
0<.u<Tt

ist u= 0, so ergiebt sich
/2= o (+0).
Der Fall u — « bedarf aber noch einer besonderen Untersuchung. In diesem
Falle ist

Sollte f(u) an der Stelle u= w discontinuirlich sein, so hat man, wie aus
der Herleitung sofort erkannt wird, fur /(@ in dieser Gleichung den Grenzwerth
/(— 0) zu nehmen.

Fuhrt man diese Ergebnisse in No. 5 7. und 8. ein, so erhéalt man schliess-
lich die beiden Satze*): Die periodische unendliche Reihe

und f(v) eine innerhalb der Integrationsgrenzen 0 und t endliche
Function ist, hat fur jeden Werth von u von O bis « einschliesslich
beider Grenzen die Summe /(*), sobald /(#) continuirlich ist; erleidet
f{u) Unterbrechungen der Continuitat, so dass fur einen (oder einige)
Werthe von u die Grenzwerthe f(u — 0) und /(«-+- 0) von einander

*) Lejeune-Dirichlet, Crelle, Bd. 4, pag. 94. Schloemilch, Compendium, 2. Bd., 2. Aufl.,
pag. 123.
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verschieden sind, so ergiebt fur diese Werthe von u die Summe der
Reihe das arithmetische Mittel dieser beiden Grenzwerthe.
Die periodische unendliche Reihe
Besinn -+ B2sin2u -t- Bxsin3u -|- . .
in welcher
2r
Bk = — If(y) sinkvdv,
o]
und f(v) eine innerhalb 0 und «endliche Function ist, hat fur jeden
Werth von u von O bis 1, ausschliesslich beider Grenzen, den Werth
f(u), sobald f{u) continuirlich ist; an Stellen, wo f{u) discontinuirlich
wird, ergiebt sie das arithmetische Mittel aus f{u — 0) und f(u + 0);
far die Grenzen u — O und u — wverschwindet die Reihe.
Durchlauft u die Werthe von t« bis 2%, so himmt die Cosinusreihe in umge-
kehrter Reihenfolge dieselben Werthe, die Sinusreihe die entgegengesetzt gleichen
an, wie von O bis t innerhalb der Intervalle fur u von 2w« bis 4%, 4t bis

6t u.s. w. sowie — 6t bis 0, — 4« bis — 2t; — 61 bis — 4« u. s. w. wieder-
holen sich fur beide Reihen die Werthe des Intervalles O und 2w
Ist AB die Curvey = f{x) und OD' = D'CJ = CxD\ + ...= EXO
— R\ — eee= 1 so fallt die Curve
y = AO -+ Axcosu h- A2cos2u + A 3cos Su
Y

innerhalb der Punkte C und D mit der Curve AB zusammen; ihr weiterer Ver-
lauf besteht aus den Bégen DCX, CXD X DXC2 ... CEX EXFX FXE2.. .
von denen je zwei benachbarte zu der gemeinsamen Ordinate symmetrisch
liegen. Die Curve (Fig. 535)
Y = Bxsinu -+ B2sin2u + BasinSu +

fallt innerhalb der Punkte C und D ebenfalls mit AB zusammen, hat aber in
O und D } zwei isolirte Punkte, ebenso in CX, D 'x, C\ ..sowie inE'x, F\ E'2...
Die zu OB', Z>'C'X C'XF),X... OEX, E'XF'X... gehérenden Curvenbogen
decken sich ohne vorherige Umwendung und liegen abwechselnd auf verschiedenen
Seiten der Abscissenachse.

8. Ehe wir zu Anwendungen uUbergehen, wollen wir noch in Kuirze ent-
scheiden, ob, bez. unter welchen Umstdnden es gestattet ist, aus den beiden
Gleichungen
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Y
1. f(u) = AO - Axcosu + A2cos2u
2. f(u) — Bxsin H-B2sin2u +

durch Differentiation beider Seiten neue Gleichungen abzuleiten.
Die Differentiation der Cosinusreihe ergiebt
f'(u) = — Axsinu — 2A2sin2u — 3A3sin3u . ..
Soll diese Gleichung gelten, so muss f\u) in eine Sinusreine entwickelt
werden konnen; es muss daher f'(u) endlich sein von 0 bis «wund die Cofficienten
mussen die Werthe haben

0
Durch theilweise Integration erhalt man

j f'{v)sinkvdv = f(v) sinkv — kff{v) coskv dv .
Werden die Integrale von O bis « erstreckt, so folgt
Ic

1l
2— ;/' (v) sinkvdv — ----g—lfﬁ(v) cos kvdv .

0 0
Es ist daher in der That die Gleichung 3. erfullt. Die beiden Seiten

der Gleichung 1 durfen daher differentiirt werden, sobald f{u)
innerhalb des Intervalls 0 bis wendlich bleibt.
Aus der Sinusreihe erhéalt man
[* (W) — Bxcosu -(- 2B2cos2u -+ 3B3cOS3U -t . . .
Es muss daher /7 '(u) in einer Cosinusreihe entwickelbar sein, deren erstes
Glied verschwindet. Dazu gehort, dass f(u) von O bis « endlich bleibt, dass das
Integral, welches das erste Glied der Reihe ergiebt,

verschwindet, und dass

Aus der Bedingung
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\jf(«)itt = i[/w -/m =0

ergiebt sich/ (g = /(0).

Das die ubrigen Coefficienten bestimmende Integral ergiebt durch theilweise
Integration
ff' (u)coskudu — f(u) cosku + k ff (u)sinku du
mithin ist

Die beiden Seiten der Sinusreihe darf man also nur dann diffe-
rentiiren, wenn f(u) innerhalb der Grenzen 0 und « endlich ist, und
wenn /(w) = /(0) = 0.

9. Entwicklung einiger Functionen in periodischen Reihen.

A. Durch die Sinusreihe kann eine constante Grosse dargestellt werden.

Setzt man f(x) = 1, so erhalt man

§ 11. Die periodischen Reihen und die FOuRiER'schen Integrale. 665

Ersetzt man hier X durch — X, so wechseln beide Seiten der Gleichung
das Vorzeichen; die Gleichung gilt also ebensoweit fur negative x, wie fur posi-
tive, und man hat daher fur dieselbe die Gultigkeitsgrenzen

— T < x < T&.

Wir bemerken, dass dieselben Gultigkeitsgrenzen der Sinusreihe fur jede
Function von x bestehen, die fur x = 0 verschwindet und mit x das Vorzeichen
wechselt.

C. Setzt man in der Cosinusreihe f(x) = cos[ix, wobei p keine ganze Zahl
bezeichnen mag, so ist



666

Integralrechnung.

§ ii. Die periodischen Reihen und die FouRiER'schen Integrale. 667

selben Gesetze gebildet sei; man kann vielmehr die Curve CD (Fig. 534) aus
einzelnen Stlcken zusammensetzen, deren jedes einer andern Gleichung ent-
spricht. Gilt

so hat man jedes bei der Berechnung der Coefficienten AOA1Ai .. BtB2 . .
vorkommende von O bis tr erstreckte Integral in folgender Weise zu zerlegen
n XX X2
[1(*) coskxdx = f fi (pc) coskxdx jf 7~(x) cos kxdx
0 0 xt
X3 n
-+-J f 3(x)cos kxdx . H-J fr(x) cos kxdx.
X2 Xr—1

und die einzelnen Theilintegrale zu berechnen.

Um hierfar ein einfaches Beispiel zu haben, wollen wir annehmen, es soll
fur x = 0 bis x — eine beliebige, endlich bleibende Function y(x) und von
~71 bis w die Function 9 @7 — X) gelten; fur x = -jir ergeben beide Functionen
den gemeinsamen Werth 9(~77), so dass an der Uebergangsstelle keine Unter-
brechung der Continuitat eintritt. Fur die Entwicklung in eine Sinusreihe hat man

¥ x

Bk= ~ ff(x)sinkxdx -mJy @7 — x)sinkxdx.

° %
Substituirt man im zweiten Integrale 7 — X = £ so erhalt man
7 I

M * — Xx)sinkxdx = J9@sink@ — 9\ = — cosk7J9i$)sink\d\ .
n 0 0
ir
Da bei bestimmten Integralen auf die Bezeichnung der Integrationsvariabein
nichts ankommt, so kann man hier £ wieder durch X ersetzen, und erhalt

Bk = 0, wenn k gerade,

r
= — I<p(¥) sinkxdx, wenn k ungerade.

0
Daher hat man die Entwicklung
(f(x) = B1sinx -~ B3sin3x -+ B”sinbx ,
&
4 C

wobei Bk = /19 (x) sinkxdx,
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Daher hat man in Uebereinstimmung mit No. 9, B
sin 3x sin5x sin7x

X = sinx —
0 Tz
< X
- 2.
11. Nimmt man ferner von 0 bis die Function zp(x) —x 2 von bis tt
aber zp(x) — 0, so hat die Curve CD an der Stelle x — eine Unterbrechung

der Continuitat, es ist namlich

Entwickelt man far diese Function die Cosinusreihe, so erhalt man, da die

von bis k erstreckten Theile der Coefficientenintegrale wegen y(x) =0 ver-
schwinden

§ ii. Die periodischen Reihen und die FouRIiER’schen Integrale. 669

io, .ibi eine ueueuigc, VON X — u uis X = a eiiuncne ruiicuun, so
theilt die Function F(x) -t- F(— Xx) diese Eigenschaft und nimmt fur entgegen-
gesetzt gleiche Werthe von x gleiche Werthe an; da die letztere Eigenschaft
auch der Cosinusreihe 6. zukommt, so gilt fur diese Function die Reihe 6. auch
noch zwischen den Grenzen 0 und — a Fur die Coefficienten findet sich
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Ersetzt man in den F (— x) enthaltenden Integralen x durch — X, so erhalt
jedes die Grenzen 0 und — X und lasst sich mit dem vorhergehenden vereinigen;
es entsteht

—a =a
Far diese Werthe der Coefficienten ist also

TZX . 2 kx
1. F(x) + F(—x) = A0+ Alcocs— b A”cos——h . . .
— a< Xx < a.
Die Function F(X) — F{— x) verschwindet fur x = O und wechselt mit X

das Zeichen. Entwickelt man sie daher nach No. 12, 7, so gilt die Reihe von — a bis
+ «, FuUr die Coefficienten ergiebt sich

0 0] —
Bei diesen Werthen der Coefficienten ist
2 Fig) — Fi—x) = B.finT—tX BAsinx—— -l B’\si'tiiz—x +
a a a
—adx< a

Nimmt man die halbe Summe der Gleichungen 8. und 9., so erhalt man

schliesslich

= . TTX ) 2 1t# . 3izx
Fix) = A0 (- Axcos— -~ A2cos——— b Ancos o

+ B.sm-IEX - "st'ng—l—(jf———b B S'iniffi(———b ..
T a li? a R a
—a< x < a,
wobei die Coefficienten die Werthe haben

—a —a —a

Da man fur a beliebig grosse Werthe nehmen kann, so folgt, dass jede
Function innerhalb eines beliebig grossen Gebiets durch eine periodische Cosinus-
Sinus-Reihe von der Form 3. dargestellt werden kann, wenn sie nur innerhalb
dieses Gebietes endlich bleibt.

Soll eine gegebene Function fix) fur alle zwischen — a und a liegenden
Werthe der Variabein durch die Reihe 3. dargestellt werden, so ist nur eine
solche Darstellung mdéglich; wenn dagegen die Forderung gestellt wird, dass die
Reihe 3. nur fur die zwischen b und c enthaltenen Werthe der Variabein mit
f(x) Ubereinstimmen soll, wobei — a < b< c¢< a so kann man unzahlig viele
Entwicklungen angeben; denn man kann dann fur die nicht zwischen b und c
enthaltenen Werthe der Variabein, die bei b und ¢ abgebrochene Function

§ 11. Die periodischen Reihen und die FouRIER’schen Integrale. 671

f{pc) durch beliebige endlich bleibende Functionen f x(x) und _/2(x) fortsetzen
(vergl. No. 10).

14. Die in No. 12 entwickelten Reihen gestatten eine werthvolle Anwendung
auf das Problem der Umkehrung der Functionen¥).

Dieses Problem besteht darin, y aus der Gleichung x = 9(7) als Function
von”, oder allgemeiner irgend eine Function F{y) als Function von x auszudricken.

Da F(y) eine Function von X ist, so lasst sich F(y) innerhalb gewisser

(rrpnypn nnrrli pidp r~Acmnerpilip

Betreffs der Integrationsgrenzen ist hier Folgendes zu bemerken. Die nach X
genommenen Coefficientenintegrale waren von 0 bis zu der positiven Zahl a
erstreckt, und es war dabei vorausgesetzt, dass X von O bis a stetig wachse.
Will man nun x durch y ersetzen, so hat man zunachst die Gleichung

0= <0

aufzuldsen; eine reale Wurzel R dieser Gleichung ist dann die der Grenze x = 0
entsprechende Grenze fury. Im Allgemeinen wechselt q(y) das Zeichen, wenny
durch den Werth R hindurchgeht; damit nun x von O bis zu der noch unbe-
stimmten oberen Integralgrenze wachse, muss man_y vom Werthey — 3 zunehmen
oder abnehmen lassen, je nachdem cply) von ®R) = 0 aus mity zugleich wéachst
oder nicht, und darf die Integration nach y nicht weiter ausdehnen, als bis zu
einem solchen Werthe von y, fiur welchen das Wachsthum von <py) in eine Ab-
nahme Ubergeht, d. i. bis zu dem Werthe y = R1( welchem das dem Werthe 3
der Variabein y zunachst liegende Maximum der Function @y) zugehoért. Somit
ist also die obere Grenze a der Reihe 1. nicht ganz willkurlich, sondern a darf
nicht grosser sein, als cp(3j).

Ist nun b eine zwischen B und Rx liegende Zahl, so hat man in den obigen
Formeln a yQ y x durch qib), & b zu ersetzen und gewinnt mithin
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i 6 2 ¢ /EicE)
A° W) EG)N YAy A~ ~ ~k*IF(y)sinA W oy

R .
Zu jeder realen Wurzel g der Gleichung P

? =
erhalt man hiernach eine besonde.rg)Umkghrungsreihe; di.e Gultigkeitsgebiete
dieser Reihen in Bezug aufy schliessen einander aus.

Fur die Grenzbestimmungen wollen wir ein Beispiel geben. Wir wahlen
hierzu die Aufgabe, aus der Gleichung

X = yey

y durch X auszudricken. Die Function ye~>' verschwindet fury = 0 und tiir
y = 00.

Zur Bestimmung der eminenten Werthe ist die Gleichung aufzulésen

e~y — ye~y = 0.

Sie liefert y — 1; das zugehdrige Maximum von X ist \:e. Man kann
daher eine Umkehrung fur das Gebiet y — O bisy = 1, und eine zweite fur
y = o0 bisy = 1 entwickeln.

FUr die erste erhalt man

y = AO 4- A.cosizex 4- Aicos2zex 4- . ..
1

0< X < —,
| A
AO= 1— ejye-ydy, Ak= — ~ j\sin{kizeye~y) dy .
. _ _ o _ _
Far die zweite Umkehrung ist B = um die Gultigkeit moglichst weit zu
erstrecken, wollen wir b = 1 nehmen. Dann haben wii

Y = AO + AlcosTzex + A”cos”™r.ex +

AO= 1+ ejye-ydy, Ak= ~IJsin(kr.eye~y)dy.

Die Integrale zur Bestimmung der Coefficienten kdnnen hier wie in den
meisten Anwendungen der Umkehrungsreihen nur durch unendliche Reihen be-
rechnet werden.

Man kann auch mit Hulfe der Sinusreihe das Umkehrungsproblem ldsen;
die Entwicklung bietet keine neuen Schwierigkeiten; wir sehen daher davon ab,
sie hier mitzutheilen.

8§ n . Die periodischen Reihen und die FouRIER’schen Integrale. 673

Ist a eine sehr grosse Zahl, so werden die mit Cosinus multiplicirten Glieder
der Reihe 1 nahezu constant, wahrend die Glieder des zweiten Theils wegen
der Sinus gegen den ersten Theil unbetréchtlich klein werden. Da nun die
Reihe nach wie vor die Function jF(x) ausdrickt, so folgt, dass die Anzahl der
Glieder, durch die man eine hinlangliche Anndherung erzielt, im Verhaltniss zu
a sehr gross sein muss. Lasst man in 2. die Zahl a unendlich wachsen, so hat
man daher daran festzuhalten, dass die &aussersten Grenzen fur k zu dem unend-
lichen a ein unendlich grosses Verhéltniss haben.

Ist a unendlich, so ist tt: a unendlich klein. Bezeichnet man kn :a durch u}
so wachst ti nach der Uber k soeben gemachten Bemerkung von — 00 bis -h 00,
die Grosse t:a ist ein verschwindend kleiner Theil von u und kann mit A«
bezeichnet werden.

Damit geht aus 2. hervor

Hierbei gilt die von den periodischen Reihen her bekannte Beschrankung,
dass F{x) innerhalb des ganzen realen Gebiets nicht unendlich gross werden darf;
ferner, dass das Doppelintegral

fur solche Werthe von x, fur welche F{x — 0) von F{x 4- 0) verschieden sind,
das arithmetische Mittel dieser beiden Grenzwerthe ergiebt.
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 43
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Wie bekannt, ist es nicht nothig, dass die Function Fpc) innerhalb des
ganzen Intervalls von — o0 bis oo immer dasselbe Gezetz befolgt; es steht viel-
mehr vollkommen frei, die Curve

y = FX
aus ganz beliebig gewéahlten Theilen verschiedener Curven zusammenzusetzen,
dabei kann man nach Willkir die einzelnen Theile continuirlich Zusammenhéangen
lassen, oder an den Uebergangsstellen Discontinuitaten anordnen.

Von besonderem Interesse ist es, die Function von — oo bis zu einer be-
liebigen Grenze x — b constant = 0 zu nehmen, von b bis B mit einer gegebenen
Function F(x) zusammenfallen zu lassen, und von x = Rbis X = 00 wieder con-

stant = O vorauszusetzen. Das nach t genommene Integral in 3. verschwindet
alsdann fur die beiden Intervalle — oo bis b und B bis oo, und es bleibt
b< x < RB.

An den Grenzen b und R gilt 4. nicht mehr; es ist vielmehr, da hier die

dargestellte Function discontinuirlich ist,
o R

Fur jedes x, das kleiner als b oder grosser als R ist, hat man
0o B

cosu(t—cddudt = 0.

—o00 b

Die FouRiER’schen Doppelintegrale*) 3. und 4. gewahren das hohe Interesse,
dass sie willktirliche endlich bleibende Functionen von x darstellen, und zwar
3. innerhalb des ganzen realen Gebiets, 4. innerhalb eines beliebig gewahlten,
wahrend ausserhalb desselben das Integral verschwindet.

16. Dieselben Betrachtungen, die wir im vorigen Abschnitte auf die Cosinus-
Sinus-Reihe angewendet haben, sind auch fur die Cosinusreihe und fur die Sinus-
reihe verwendbar; leichter gelangen wir zu denselben Ergebnissen, wenn wir das
Integral No. 15, 3 zum Ausgangspunkte nehmen. Wir transformiren dasselbe
zunachst in

Wir wollen nun fur F{x) innerhalb der Grenzen O bis oo eine willkurliche
Function nehmen, fur negative X aber die Function so fortsetzen, dass

F(—=x) = Hpo).

Unter dieser Voraussetzung ist

*) Fourier, Theorie analytique de la chaleur. Paris 1822.

§

Die periodischen Reihen und die FouRIiER'schen Integrale.
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Hierbei gelten fur den Fall, dass F(x) Discontinuitditen hat, die bereits
wiederholt gemachten Bemerkungen.

Nimmt man F(x) = 0 von x — 0 bis x = b, willktirlich von b bis R und
Null von 8 bis 00, so erhéalt man

~\]\]F(t)sinbusinutdudt—\F(b), ~\]JF(t)sin$usinutdudt= \F(8),
0b

0b
und fir 0 < x < b oder 8 < x
OOB
JJ F (t) sinxu sinutdtdu = 0.
ob

18. Die Fourier’sehen Doppelintegrale sind eine sehr ergiebige Quelle zur
Berechnung von einfachen bestimmten Integralen. Ist man im Stande, bei den
Doppelintegralen in No. 15, 16 und 17 die Integrale auszufuhren

/F(t) cosu(t— x) dt, fF(t) cosutdt, fF{t)sinutdt,
so hat man dann ohne Weiteres den Werth der Doppelintegrale selbst.

A. Nimmt man in No. 16, 3. b — 0, und F(X) — 1, so erhalt man

§11. Die periodischen Reihen und die FouRIiER'schen Integrale. 677

Daher gewinnt man aus No. 16, 2 und No. 17, 2 die Integrale

Ersetzt man hier u durch — und X durch ax so erhalt man die Integrale
a

Bemerkung. Die auf pag. 673 gegebene Herleitung des Resultates 3- stimmt im Wesent-
lichen mit Fourier’'s Deduction Uberein; sie gestattet aber einige Zweifel und bedarf daher einer
genaueren Untersuchung, bezlglich deren wir auf Schloemilch’s »Compendium der héheren
Analysis«, Bd. Il, verweisen.



Il. Theil. Functionen einer complexen Variabein.

§ 12. Algebraische Functionen einer complexen Variabein.

1 Durch Vereinigung einer realen Zahl a mit einer imaginaren bi entsteht
die complexe Zahl a+ bi.

Alle zu dem realen Bestandtheile a gehodrigen complexen Zahlen werden
erhalten, wenn b die reale Zahlenreihe von — oo bis + 00 durchlauft; hieraus
entstehen weiter alle complexen Zahlen Uberhaupt, wenn a die ganze reale
Zahlenreihe durchlauft. Bezeichnet oo die Menge der realen Zahlen, so ist die
der complexen 00-. Zur geometrischen Darstellung bedirfen daher die complexen
Zahlen eines Gebietes zweier Dimensionen, einer Flache. W&hlt man hierzu die
Ebene, so hat man sich zunéchst dartber schlissig zu machen, wie die positive
und negative imagindre Einheit darzustellen sind, und wie man den geometrischen
Begriff der Summe*) auf die Summe einer realen und imaginaren Zahl auszu-
dehnen hat.

Die imaginare Einheit i wird man als eine Strecke darstellen von derselben
Lange, wie die reale Einheit, nur von anderer Richtung. Beachtet man nun, dass
1. i — i, iei — — 1, dass also die negative reale Einheit aus der positiven
imaginaren durch dieselbe arithmetische Operation hervorgeht, wie die positive
imagindre aus der positiven realen, und dass bei einer geschickt gewahlten geo-
metrischen Darstellung gleichen arithmetischen Operationen auch in bestimmter
Hinsicht gleiche geometrische entsprechen mussen, so entsteht nun die Forderung,
die Richtung der imaginaren Einheit so zu wahlen, dass der Winkel zwischen -+~ 1
und -+~ i gleich dem Winkel zwischen -+~ i und — 1 ist, also so, dass sie mit
der positiven realen Einheit einen rechten Winkel bildet.

Die positive imaginare Zahl bi wird durch die Strecke OQ dargestellt, die
der Strecke b gleich und mit der imaginaren Einheit 0J gleichgerichtet ist; ferner
die negative imagindre Zahl — bi durch eine Strecke, die der Strecke bi ent-
gegengesetzt gleich ist. Die Gerade O X (Fig. 536) wird als die reale, OY als
die imaginare Achse bezeichnet.

2. Den geometrischen Begriff der Summe dehnen wir auf reale und
imagindre Summanden aus, und bezeichnen mit der Summe a -\- bi die Strecke
OB, welche erhalten wird, wenn man OA gleich und gleichgerichtet mit a, und

*) Um zwei (reale) Zahlen zu addiren, die durch die vom Nullpunkte O ausgehenden (auf
der realen Achse enthaltenen) Strecken OA und OB dargestellt sind, construire man die Strecke
AC, welche der Richtung und Lange nach mit OB (ibereinstimmt; alsdann ist

OA + OB = OC.

Diese Definition umfasst zunachst die Addition realer positiver und negativer Zahlen. Lasst
man die eingeklammerten Beschrankungen weg, so wird sie fir das ganze complexe Zahlengebiet
verwendbar.
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AB gleich und gleichgerichtet mit bi macht Demnach sind die Strecken OAX,
0A2 o a3 OAf der Reihe nach die Reprasentanten der complexen Zahlen
54 3i, — 5 3i, — 5 3i, 5 3i
und die Punkte Alt A2, A%, At werden als die Zahlpunkte + 5- 3i bezeichnet.
Ist P die Projection von P auf
OX und ist OP —x, P P =y,
so ist P der Zahlpunkt
X “+Vyi.
Ferner ist
OP = r = j/x2+ y2,
wobei wir die Wurzel positiv rech-
nen wollen; wird XO P mit 9 be-
zeichnet, so ist
cos<p = X sinff= 7
X -+ iy = r (cos9 H- /sin9).
Die Grossen r und 9 werden
als Modul und Amplitude der
complexen Zahl x-j-iy bezeichnet.
Die complexen Zahlen
cos 9 zsin 9,
deren Modul gleich der Einheit
ist, bezeichnet man als complexe Einheiten; die Einheitspunkte liegen auf
einem Kreise, der um den Nullpunkt mit der Langeneinheit als Halbmesser be-
schrieben ist. Zahlen a + ib, fur welche a und b dasselbe Verhéltniss haben,
besitzen dieselbe Amplitude oder um iz verschiedene Amplituden; sie liegen daher
auf derselben durch den Nullpunkt gehenden Geraden.
3. Die geometrischen Definitionen der Summe und Differenz Ubertragen wir
nun auch aufcomplexe Zahlen. Ist PB gleich
OQ und gleichgerichtet, so setzen wir
OB = OP + 0Q-,
und ist PS gleich OQ, aber von entgegen-
gesetzter Richtung, so ist
0S = OP — 0OQ.
Werden durch die Punkte P und Q die
Zahlen a -i1- bi, c-h di reprasentirt, so ist daher

{ay- bi) +~ (c H- di) = (@a-fc)+ (b + d)i,
(@ -+~ bi) — (c+ di) —(@a—o¢ -t (b —d)i.
4. Dem Principe der Continuitat der Rechen-
regeln folgend, wird das Produkt complexer (M. 537.)
Zahlen durch die Gleichung definirt
(@a+ bi) e (c -+ di) = ac + bcei+ ad ei + bddei =ac—bdH- (bc -I-ad) i .
Ist aH-bi= r{cos9 H-isin9), c+ di= rx(cos g+ isin9”,
so ist der Modul B des Produkts
B — ~\/(ac— bd)1H- {bc -t- ad)2 = ya”c24- b*d1l-h b c2 H- a2d2

= y{a2 b2 (24 d2 = r erx.
Fur die Amplitude 0> des Produkts hat man

ab — cd ab cd . .
cosL = - é — = - e — — = cos{9 + 9G,
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ac bd b d
R r rx-+ o  rxX-= stnte + 9i)*

sing =

Daher folgt: Complexe Zahlen werden multiplicirt, indem man
ihre Moduln multiplicirt und die Amplituden
addirt. Ist in complexen Zahlen

OR= OP-0Q,
und ist ferner OE = 1, so besteht zwischen den vier
Strecken OE, OP, OQ und OR die Proportion
OE:0Q = OP:OR;

ferner ist EOR = EOP-h EOQ, also POR — EOQ.

Daher sind die Dreiecke EOQ und POR gleich-
sinnig &ahnlich.

Fiar den Quotientg\ zweier complexen hlen
2 = r(cosg+isin© zx = rt{cosm isin 9j)
folgt durch Umkehrung der Multiplication

L T1 =y, [cos(f — ?i) + isinQ} — c¢pQ].
Insbesondere ist
1 1 1
z — fcos(— ?) + tstn(— 9)] = - (COS9 — isin9).

5. Haben die complexen Zahlen zv z2, z3, .. die Moduln rt, r2, r3..rn
und die Amplituden @f g2 93 .. 9,, so ist nach 3.

z1z2z3 .. zn — r1r2r3. .r,[cos(rpl4- 92 + e«4-9) 4-isin(yx4- 924- .. 4- 9)].

Ist insbesondere zx = z2= z3 — .. — Z,, SO ergiebt sich
le zn — rHcosn9 4- isinny).
Aus 7 = ~ [cos(— 9) 4- isin(— 9)]

folgt

mit den complexen «ten Wurzeln der Einheit der Reihe nach multiplicirt. Ferner
folgt noch, dass die oben gegebene Regel fur die Potenz einer complexen Zahl
auch fur gebrochene Exponenten gilt.

Ein irrationaler Exponent p ist Grenzwerth einer Reihe von rationalen Zahlen
04, a2, a3 . . . und man hat
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P = 1+ P«)
wobei pu sich der Grenze Null nahert, wenn n unendlich wéachst.
Wendet man die Regel zatP = za-zp auch auf ein irrationales p an, so ist
ZP = r*Acosa<p + isina<p <ZPL
Geht man zur Grenze n = o0 Uber, so verschwindet p,; da nun
imzPn= 1, Iliman—p,
so folgt
zP = rP(cospe 4- isinpQ) .
Die Regel fur die Potenz einer complexen Zahl gilt also auch fur
irrationale Exponenten. Die Ausdehnung des Begriffes Potenz auf complexe
Exponenten wird erst im Verlaufe spaterer Betrachtungen gewonnen werden.

6. Das bisher Mitgetheilte gestattet uns, den Begriff einer algebraischen
Function einer complexen Variabein zu bilden. Unter einer ganzen
rationalen algebraischen Function «ten Grades der complexen Variabein z
versteht man die Grosse

s — alOzn -+- alzn~1 -f- a2zn~<4 4- . . 4- an—\z 4- a,,
wobei <@, alt a2 . . . a, gegebene reale oder complexe Zahlen sind. Unter
einer algebraischen Function von z im weitesten Sinne versteht man eine
Grosse s, deren Zusammenhang mit O durch das Verschwinden einer in Bezug
auf s und z ganzen und rationalen Function hergestellt wird. Eine
algebraische Function wird also durch eine Gleichung von der Form definirt
cp(S, z) AOsn 4- A-ySn-~ 4- A 2SU~2 4- ®* 4. An—\s 4- An= 0,

\wo AQ, At . . An ganze rationale Functionen der Variabein z sind. Man sieht
hieraus sofort: Ist s eine algebraische Function von 2z, so ist auch z
eine algebraische Function von s

7. Ist die Gleichung

A2 = o
in Bezug auf ~vom Grade n, so gehdren zu jedem Werthe von 2 n im
Allgemeinen von einander verschiedene Werthe von s.

Dieser algebraische Fundamentalsatz wird in den Elementen der Algebra
gewdhnlich nur unter der Voraussetzung bewiesen, dass die Coefficienten AQ,
Al . . Au reale Zahlen sind; da wir ihn im Folgenden ganz allgemein zu ver-
wenden haben, so mag ein von der genannten Beschrankung befreiter Beweis
hier statt haben.

Man denke sich fur z in die Function cp(s, Z) einen gegebenen Werth a 4- bi
eingesetzt. Setzt man nun fur s einen veradnderlichen Werth

s = £ 4- T),
so erhalt man
P(S) — M 4- N i;
hierbei sind M und N Functionen von £und rj. Das Quadrat des Modul von o (s),
M 2 4- iE2, kann nicht negativ werden, muss also fur einen oder mehr als einen
Werth von s einen Minimalwerth erhalten, der Null oder positiv ist; die diesem
Minimalwerthe zugehorigen Werthe von M, N, £ und i] seien MO, N O, £0, 0.
Es sei nun p eine Wurzel einer Einheit, und « eine reale Zahl, man ersetze in
o(s) die Zahl s durch £o0 4- zr)0 4- pou und erhalte dadurch
<PBO+ /o + PO = P+ Qiv

Dieser Ausdruck ist in Bezug auf pco eine ganze Function nten Grades; er

enthalt in jedem Falle das Glied pnwa>; ob auch die Glieder mit pu>, p2co2, p3to3 . .
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p*—(o«-1 vollzdhlig vorhanden sind, hangt von besonderen Umstdnden ab; es

kénnen im gegebenen Falle sehr wohl einige davon, — oder auch alle —

fehlen. Gesetzt nun, es sei ptuA die niedrigste Potenz von pw, welche in dieser

Entwicklung vorkommt, so erhalt man fur p ("0 4- y)0i 4- pa>) einen Ausdruck

von der Form

M O+ N 0z4-{Mu+NKi) (p«)* 4- (MKk+\-{-Nk+ii) (pco)*+i 4- .... 4- {Mn+ N ni){pw)*.
Den Anfang macht M04- NOz, da 9 (9 nach der Voraussetzung diesen

Werth annimmt, wenn man w = O setzt.
Wir setzen nun zunachst p* = s, wobei wir unter £ eine reale Einheit ver-
stehen wollen, und dann pk — ei. Diese Substitutionen liefern die Resultate
M 0 H- eMk<ok 4- . . . -t- i(N 04- &N\k<ik
bez. MO — 4- ... 4- i(NO4- eMkek + ...),

wobei die nur angedeuteten Glieder Potenzen von o> enthalten, deren Exponenten
grosser als k sind. Die Quadrate der Moduln dieser beiden complexen Gréssen
sind, nach Potenzen von <o geordnet.
+ N@+ 2s(MOMk4- NON Kiak 4- . ..

bez. Mi 4- N 24- 2e(WOMk- MONK «>*+ ...

Man wéhle nun e in jeder der beiden Entwicklungen so, dass die mit <k
multiplicirten Glieder negativ ausfallen. Angenommen, die beiden Binome

M OM k4- N ONk und N\Mk- MONk

wéaren von Null verschieden, so kdnnte man die reale Zahl o> immer so klein
wahlen, dass die Polynome

2 e(MOMK 4- N ONK) iak 4- «=. und 2s[NAMKk — M ONK) <k 4- . . .

dieselben Vorzeichen haben, wie ihre ersten Glieder
2s(MOMk 4- NONK) N  bez. 2s(WOMk — M ONK) <k,
also negativ sind. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass
Mi 4- W@
der kleinstmogliche Werth des Quadrats des Modul von 9(s) ist. Folglich
kénnen M OMk 4- N ONk und M ONk — N OMk nicht von Null verschieden sein. Aus
MOMk 4- NONk = O, MONKk— NOMk= 0

folgt
(MOMK 4- N ONK)* 4- (MONk - NOMRKR* = {Mi 4-N 2 Mk24-N 2 = 0.

Da nun nach der Voraussetzung Mk24- Ni2 von Null verschieden ist, so
folgt schliesslich

Mi 4- Ni = 0.

Es giebt daher wenigstens einen Werth von s, fur welchen der
Modul von 9(s), d. i. 9(s) selbst verschwindet.

Sei ul eine Wurzel der Gleichung

900 = O0;

bildet man die ldentitat

90) = 9GO0 — 9(M)

= Ax{sn— ax») 4- A2(S1~l — Ui«-1) 4- ee4- Ani(s — a ,
so erkennt man, dass 9(s) durch die Differenz » ohne Rest theilbar ist;
man hat daher
95 = (s— al) (Bgsm14- Bxsn~?4- B2sn~54- .. 4- Bn 1),

worin Z?0, BX, . . Bn\ aus AQ, AX, . . An und ax zusammengesetzt sind. Jede
ganze Function «ten Grades von x lasst sich also in das Produkt einer linearen
Function und einer ganzen Function (n — l)ten Grades Zerfallen. Zerfallt man

unter Anwendung dieses Satzes die ganze Function
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BgS-14- Bxst~24- BAsn~"4- ... 4-Bn-1
u s. f, so erhdlt man: Jede ganze algebraische Function «ten Grades
einer Variabein ist das Produkt von n linearen Functionen.

Der soeben gegebene Satz ist von dem folgenden nicht verschieden: Jede
Gleichung ?zten Grades mit einer Unbekannten hat 11 Wurzeln, von
denen mehrere zusammenfallen kénnen.

Aus der Zerlegung der Function 7zten Grades 9(s) in n lineare Faktoren
erkennt man zugleich, dass die Gleichung 9(s) = 0 nicht mehr als n reale
oder complexen Wurzeln haben kann.

Wenn eine Gleichung /zten Grades nur reale Coefficienten hat und eine
complexe Wurzel zulasst, so hat sie bekanntlich auch die conjugirt complexe
Wurzel. Dieser Satz gilt fur Gleichungen mit complexen Coefficienten nicht.
Man Ubersieht dies sofort, wenn man in der Gleichung nten Grades

s—a@Bcs—Db....c—n=20
fur die n Grossen a, b, ¢ . . n beliebig gewéahlte reale oder complexe Zahlen
setzt; denn man erhalt dann eine Gleichung «ten Grades fur s, deren complexe
Wurzeln in keiner Weise von einander abhangig sind.

8. Wir schliessen hieran eine Bemerkung Uber die Zerlegung einer echt
gebrochenen Function in Partialbriiche.

In § 3, No. 2 ist die Zerlegung einer echt gebrochenen realen Function
gezeigt worden, unter der Voraussetzung, dass der Nenner keine mehrfachen
Faktoren hat. Das dort gewonnene Resultat

~ ,  N2_ , A_ ")
9Qc) X —Sj X — $2 ' x —\n" p'ouy
lasst sich ohne Weiteres auf den Fall complexer Functionen tj(*) und <p(x) aus-
dehnen. Dasselbe gilt von der Zerlegungsmethode § 3, No. 3, fiir den Fall, dass
<p®) mehrfache Faktoren hat.

Die in § 3, No. 4 gegebene Methode fir den Fall mehrfacher complexer
Wurzeln hat bei complexen Functionen und <p(X) keine Anwendung; es
bewendet hier bei der in No. 3 gegebenen Zerlegung.

9. Alle weiteren Functionen, die wir betrachten, werden in bestimmter
Weise aus algebraischen Functionen abgeleitet. Einige auf Functionen einer
complexen Variabein bezugliche Satze, die wir nun mittheilen wollen, gelten fir
alle diese Functionen unabhéngig von ihrer besonderen Natur.

10. Bevor wir zu diesen Satzen iibergehen, muss noch eine andere wichtige
Frage erledigt werden.

Die geometrische Darstellung einer realen Function f(pc) einer realen Variabein
x erfolgt, indem man x als Abscisse und f{pc) als Ordinate am einfachsten in
einem rechtwinkeligen Coordinatensysteme betrachtet; die Curve y = f(x) giebt
dann ein anschauliches, viele Untersuchungen wesentlich erleichterndes Bild des
Functionsverlaufs. Eine dem entsprechende Darstellung complexer Functionen
einer complexen Variabein ist offenbar nicht mdglich; denn die complexe
Variable ist nicht auf einer Geraden, sondern nur auf einem Gebiete zweier
Dimensionen darstellbar, und eine Function derselben ist im Allgemeinen wieder
complex (nur fur einzelne Werthe real oder rein imagindr), also wieder von zwei
Dimensionen. Um den Zusammenhang einer complexen Function mit der
Variabein anschaulich zu machen, hat man folgenden Weg eingeschlagen.

Man verwendet zwei Ebenen, eine Variabeinebene und eine Functions-
ebene. Die Punkte der ersteren stellen die Werthe der Variabein dar;
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durchlauft die Variable z eine Reihe von complexen Werthen, so durchlauft
der zugehorige Punkt der Variabeinebene, den wir der Einfachheit wegen auch
mit z bezeichnen wollen, eine gewisse Curve. Zu jedem Werthe der Variabein z
gehort ein oder gehdren einige bestimmte Werthe der Function w —f(z). Den
Zahlpunkt w, bez. die Gruppe von Zahlpunkten w suche man nun auf der
Functionsebene auf; man erhélt so einen Functionspunkt, oder eine Gruppe von
Functionspunkten, die wir als dem variabeln Punkte z entsprechend bezeichnen.
Bewegt sich nun z auf der Variabeinebene, so bewegen sich die entsprechenden
Functionspunkte auf der Functionsebene; wahrend aber die Bewegung von z
ganz willkdrlich ist, hangen die Wege der Functionspunkte von den Wegen von z
und dem Functionszusammenhange 9(2) ab.

Die Punkte der Variabeinebene und die Punkte der Functionsebene stehen
somit in einer geometrischen Verwandtschaft.

Aus rein geometrischem Interesse haben wir einen einfachen Fall punkt-
verwandter Ebenen schon kennen gelernt, die Collineation, und ihre besondern
Falle, die Affinitat und die Aehnlichkeit. Die complexen Functionen geben
zur Untersuchung mannigfaltiger Punktverwandtschaften Veranlassung; es wird
sich beilaufig zeigen, dass die allgemeine Collineation unter diesen Verwandtschafts-
arten sich nicht befindet, wohl aber die Affinitat.

11. Wir geben hierzu zwei einfache Beispiele.

A. st
1
W — —,
und sind X, y die Coordinaten des Punktes z in der Variabeinebene, «, v die
Coordinaten von w in der Functionsebene, so ist
1 X —VYi
« =3 VI = —— Hees = - -5
X N-yi " A
Also ist

Um eine Vorstellung von der Verwandtschaft der beiden Ebenen zu erhalten,
wollen wir in der Functionsebene die Linien aufsuchen, die den Parallelen zur
realen und imagindren Achse in der Variabeinebene entsprechen, d. i. die Curven,
welche der Punkt w zurucklegt, wenn z die Parallelen zu den Achsen durchlauft.
Fuar eine Parallele zur imaginaren Achse ist x constant, y willkurlich; daher
erfullen « und v die Gleichung
1. oder @ V2 --—- «= 0,

ue-t-r X
worin X eine gegebene Zahl ist.

Fur eine Parallele zur Abscissenachse ist y constant; die Coordinaten der
zugehorigen Functionspunkte erfullen also die Gleichung
2. W oyr - Y oder v2+)7v= 0.

Die Curven 1. bilden ein Kreisbuschel, dessen Centrale die U-Achse ist und
dessen Kreise die UAchse berthren; die Curven 2. bilden ebenfalls ein Kreis-
biischel, die Centrale ist die V-Achse und die Kreise beriihren die U-Achse.
Die Buschel sind orthogonal, d. h. jeder Kreis des einen wird von jedem des
andern unter rechten Winkeln geschnitten.
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Sind Modul und Amplitude von s und z die Gréssen R, 0, r, 9, so ist
1
R = - &L= — 9.

Einem constanten Werthe von r entspricht ein constanter von R, d. i.:
Einem Kreise um den Nullpunkt in der Variabeinebene entspricht ein Kreis um
den Nullpunkt in der Functionsebene; die Radien zweier entsprechenden Kreise
sind reciprok. Einem Strahle durch den Nullpunkt in der variabeln Ebene ent-
spricht ein Strahl durch den Nullpunkt in der Functionsebene; zwei entsprechende
Strahlen bilden entgegengesetzt gleiche Winkel mit den realen Achsen.

B. Ist w—2z2, also « H-vi= x2—y2+ 2Xxyi, so ist
3 u= X2—y2 VvV = 2Xxy.

Durchlauft z eine Parallele zur F-Achse, so ist x constant und y veréander-
lich. Die Gleichungen 3. ergeben die Gleichung der entsprechenden Curve der
Functionsebene, wenn y aus beiden Gleichungen eliminirt wird. Man erhalt
4, V2 = 4X2(X2— «).

Dies ist die Gleichung einer Parabel; die Symmetrieachse derselben fallt in
die « -Achse, der Brennpunkt in den Nullpunkt, der Parameter ist 2.*2, und die
Parabel erstreckt sich entlang der negativen Seite der «Achse.

Einer Parallelen zur realen Achse der Variabeinebene entspricht in der
Functionsebene eine Curve, deren Gleichung aus 3. erhalten wird, wenn many
constant annimmt und die Variable x eliminirt; es ergiebt sich
5. V2 — 4y2(y2+ «).

Dies ist eine Parabel, deren Achse ebenfalls mit der «-Achse, deren Brenn-
punkt mit dem Nullpunkte zusammenféllt; der Parameter ist 2y 2; die Parabel
erstreckt sich in der Richtung der positiven «Achse.

Die Parabelschaaren 4. und 5. sind confocal; jede Parabel der einen Schaar
wird von jeder der andern Schaar unter rechten Winkeln geschnitten.

Modul und Amplitude von s hangen jetzt mit dem Modul und der Amplitude
der Variabeln durch die Gleichungen zusammen

R- r2 L= 24

Einem Kreise um den Nullpunkt in der a-Ebene entspricht also ein Kreis
um den Nullpunkt in der w-Ebene; einem Strahle durch den Nullpunkt in der
2-Ebene entspricht ein Strahl durch den Nullpunkt der w-Ebene; der Winkel,
den letzterer mit der E-Achse bildet, ist doppelt so gross als der Winkel des
entsprechenden Strahls mit der jcAchse.

12. Jede Function von z — X -\- iy kann man auf die Form bringen

W — 9(0) = « H- Vi,
wobei « und v reale Functionen von X undy sind. Aber nicht jeder Aus-
druck « + vi, worin « und v Functionen x und_y sind, ist eine Function
der complexen Variabeln z— x + yi. Man hat namlich
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Vergleicht man beiderseits die realen und imagindren Bestandteile, so erhalt

man die Gleichungen
du dv du dv

dx dy’ dy dx'
Diese Gleichungen sind also erfullt, wenn u -+ vi eine Function
der complexen Variabein z ist.
Es lasst sich leicht umgekehrt zeigen, dass jeder Ausdruck U et Vi,
welcher der Gleichung 1 genugt, eine Function von z ist.

Gesetzt, w = u + vi erfullt die Gleichung
dw .dw

dy 1dx '
Man ersetze x in w durch z — yi\ das Ergebniss dieser Substitution werde

mit (w) bezeichnet. Alsdann ist
d(w) dw dw dx

dy dy + dx dy'

Aus X — z —vyi folgt dx :dy = — i; daher erhalt man
d(w) dw .dw
dy dy 1dx

Da nun 1 erfullt ist, so hat man

Ady = 0.
Folglich ist (w) von y unabhangig, mithin eine Function von z, d. i. von
X -hyi. Wir schliessen daher: Die nothwendige und ausreichende
Bedingung dafur, dass der complexe X und y enthaltende Ausdruck
W= u iv eine Function von z — x -+yi ist, wird durch die Gleichung
ausgesprochen
dw . dw
dy 1dx

13. Ist w eine Function von z, und JE'eine Function von w, so ist
W eine Function von z
Da W nach der Voraussetzung nur von w abhangt, so ist
dw dw dw dw dw dw

L. dx dw dx’ dy ~— dy dy
Da ferner nach der Voraussetzung W eine Function von z ist, so ist
dw .dw_
dy 1ldx ’
fuhrt man dies in 1 ein, so erhalt man
dw _ .dw
dy 1 dx w. z. b. w.

14. Ist w eine Function von 2, so ist umgekehrt auch z eine
Function von w.
Das vollstandige Differential von w ist

1. dw — -HYdX —+ dy dy .
ba nun d—W = I?—ﬂ, so erhalt man aus 1
dy dx
, diw dw

iw = aj(ix+ iiy) = jidz-
Daher ist
dw dw .dw

dz dx 1dy
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Hieraus folgt

dz — -r— dw  —-Tr— {du 4-idv).
gw dw v
dx dx
Mithin hat man fur die partialen Differentialquotienten von z nach u und v
dz 1 dz 1
du dw dv dw
dx dx
daher ist 3\2, (;jLZJ w. z. b. w.

15. Aus der Gleichung No. 14, 2. folgt der wichtige Satz, dass der Differential-
quotient einer Function einer complexen Variabein nicht von dem Verhaltnisse

. . W
abhangt, m welchem sich x undy &andern, denn ZX enthalt nur die Variabein x

und y, nicht aber das Verhaltniss dy: dx.

Soll 0 eine verschwindend kleine Aenderung erfahren, so kann dies auf
unendliche vielfache Weise geschehen, denn man kann den Punkt z nach allen
moglichen Richtungen hin in der Functionsebene eine verschwindend kleine Ver-
schiebung ertheilen. Zu jeder solchen unendlich kleinen Verschiebung dz von
Z gehort eine bestimmte, unendlich kleine Verschiebung dw des entsprechenden
Punktes w in der Functionsebene; das Verhaltniss dw :dz ist aber von der
Richtung der Verschiebung von z unabhéngig.

16. Der Differentialquotient von® ist eineFunction von z, denn es ist

d2w

dx dy’

. d™w

dx dy'
Daher hat man

w. z. b. w.

Man schliesst nun sofort weiter, dass auch alle hohern D ifferential-
quotienten von w Functionen von z sind.
17. Setzt man v1
a= a+ [ und ax — ax + RB1f,
S0 ist —aF & a4 @~ Ris
Der Modul der Differenz ist daher gleich dem Ab-
stande r der Zahlpunkte a und ax und die Amplitude
ist gleich der Winkel ¢ dieser Strecke mit der positiven
realen Achse; man hat daher
ax = a -j- r(cosy -+ isiny) .
Wir ertheilen nun der Va-
riabein  z zwei verschiedene
verschwindend kleine Verschie-
bungen, durch welche sie nach
2" und z" gelange; durch die
entsprechenden Verschiebungen
komme die Function von w nach

wW und w". Bezeichnet man
die verschwindend kleinen Mo-
duln der Differenzen z' — z,
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z — z, W — «/, w — w der Reihe nach mit r\ r", p, p", die Amplituden mit
<P so ist
z' — z = r'(cosy' +~isiny"), z" — z = r"(cosy" + isiny"),
«''— w= p'{tw<j/ + isinty'), w'— w = p"(costyn -f- isinty").
Da nun nach No. 14, 2 das Verhéltniss einer unendlich kleinen Veréanderung
der Variabein zu der zugehotrigen Verdnderung der Function von der Richtung,
in der die Variable sich andert, nicht abhangt, so ist

z'—- N z" - N FA 4 «' - w
7 = 7 )y Odei =7 .
w - w w - w z'— z w - W

Fuhrt man hier die obigen Werthe ein, so ergiebt sich

yilcos@ — 9") + isin(9" o = /) 4- isin{§8' — /)]

r
Vergleicht man beiderseits das Reale und Imagindre, so erhalt man

r':r" = p:p", 9'— 9" = g/~ +"e

Hieraus ergiebt sich, dass die verschwindend kleinen Dreiecke zz'z" und
ww'w" gleichsinnig &hnlich sind.

Beschreibt die Variable um den Punkt z herum ein verschwindend kleines
Polygon, so beschreibt die Function um den Punkt w herum ein entsprechendes
Polygon; verbindet man die Ecken beider Polygone mit z bez. «/, so zerfallen
sie in lauter ahnliche Dreiecke und man erkennt, dass beide Polygone &hnlich
sind. Man gewinnt so den Satzz Die Verwandtschaft der Variabeinebene
mit der Functionsebene ist eine solche, dass entsprechende unend-
liche kleine Figuren beider Ebenen einander d&hnlich sind. Insbesondere
ergiebt sich hieraus, dass zwei Curven der 2-Ebene sich unter denselben
Winkeln schneiden, wie die entsprechenden Curven der «/-Ebene.

18. Nur in einzelnen Punkten, fir vereinzelte Werthe der Variabein und der

Function, erleiden diese Betrachtungen eine Ausnahme, namlich in den Punkten
z und w, fur welche

Ist z B. w= 1:z so hat man dw :dz = — 1:z2\ dieser Ausdruck wird
Null far £= 00 und unendlich fur z = 0. Die Aehnlichkeit unendlich kleiner
Figuren findet also allenthalben statt, ausser in den Punkten der «/-Ebene, die
dem Nullpunkte und den unendlich fernen Punkten der z-Ebene entsprechen,
es sind dies die unendlich fernen Punkte und der Nullpuukt der «/-Ebene.

Fur w = z2 ist die derivirte Function dw :dz= 2z, und wird mit z Null
und unendlich; in der unendlich nahen Nachbarschaft der jetzt sich entsprechen-
den unendlich fernen Punkte findet Aehnlichkeit nicht statt.

19. Wenn zu jedem Werthe der Variabein 2 nur ein Werth der Function w

gehoért, so nennt man die Function einwerthig; aus diesem Begriffe folgt, dass
eine einwerthige Function Unterbrechungen der Stetigkeit nur an solchen
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Punkten erleiden kann, in denen sie unendlich gross wird. Einwerthig sind
alle rationalen Functionen. Die ganzen rationalen Functionen werden unendlich
nur wenn z = 00 ist; die echt gebrochenen

¥ — .\

*
nur fur solche Werthe von z, fur welche ‘ger Nenner 94,9 verschwindet, die un-
echt gebrochenen ausserdem noch fur z = 00.

20. Gehoren zu einem Werthe der Variabein im Allgemeinen verschiedene
Werthe von w, so heisst die Function mehrwerthig, und zwar zwei-, drei-,
vierwerthig u. s. w., sobald zu einem z im Allgemeinen zwei, drei, vier u. s. w.
verschiedene Werthe von w gehdren. Mehrwerthig sind alle irrationalen Functionen;
die durch die Gleichung nten Grades fur w

9«/,z)m= O
definirte Function w ist «werthig.

Fur einzelne Punkte ax, a2 . . der zEbene konnen zwei oder mehrere
Werthe einer «werthigen Function zusammenfallen; diese Punkte heissen die
Verzweigungspunkte der mehrwerthigen Function.

Die Function

w = 7/2 — ¢
ist zweiwerthig; fir z = a werden beide Werthe gleich Null, daher ist dieser
Punkt ein Verzweigungspunkt. Die zweiwerthige Function
w = ~/f/z—a) (z— b
hat die Verzweigungspunkte a und b\ die zweiwerthige
w = Y(z—a(z—b(z—c)(z— d)
hat vier Verzweigungspunkte, a, b, ¢, d Die sechswerthige
w = j/z2t-az +~b+ 7/2
hat drei Verzweigungspunkte; einer ist der Nullpunkt, die andern beiden sind
die Wurzeln der Gleichung
z2 + az -~ b — 0O;
fur z — O fallen dreimal zwei Werthe von w zusammen, fur die Wurzeln von
z2 az b — O zweimal drei Werthe.

21. Wir wollen nun die Variable von einem Anfangswerthe z — a auf
irgend einer Curve zu einem Endwerthe z — b fuhren und die Wege beachten,
welche die Function w in der «/-Ebene dabei zurtcklegt.

Ist w einwerthig, so gehodrt zu jedem Punkte der 2-Ebene nur ein Punkt
der «/-Ebene, zu jeder Curve der z-Ebene nur eine Curve der «/-Ebene. Ent-
sprechen den Punkten a und b der s-Ebene die Punkte a und b der «/-Ebene,
und fahrt man z auf mehreren verschiedenen Curven von a nach b, so werden
die zugehdrigen Curven der «/-Ebene alle in albeginnen und b endigen.

Ein wesentlich anderes Verhalten zeigen die mehrwerthigen Functionen.
Sind a und b keine Verzweigungspunkte fiur die nwerthige Function «/, so ge-
horen zu a und zu b je n verschiedene Punkte ax, a2, ..a, bes. bx, b2, ..b,
der «/-Ebene. Wird nun 2 von a entlang der Curve | nach b gefuhrt, so rtcken
die zugehorigen «-Werthe der Function w von den Lagen a”, a2, .. ad in die
Lagen bx' b2, . . bn\ es entstehen also n Curven, die in ax\ . . . ad beginnen
und in b, . . . bd endigen; geht 2 auf einem andern Wege L von a nach b
so beschreibt das System der n Functionswerthe ein anderes System von n Curven,
die dieselben Anfange und dieselben Endpunkte haben, es ist aber sehr wohl
moglich, dass die in einem bestimmten Punkte a} anfangende Curve bei der
zweiten Ueberfuhrung nach einem andern Punkte der Gruppe der b' geht, als

Schioemilch, Handbuch der Matherretik. Bd. 1I. m
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bei der ersten. Achtet man nur auf den Werth w- der Function, welcher fir
z = a mit al zusammenfallt, so wird derselbe sich stetig &ndern, sowohl wenn
z von a auf | nach b, als wenn z auf L geht, im ersten Falle wirde alsdann Wj
einen andern Endwerth als im letzteren erhalten.

Ein einfaches Beispiel wird dies erlautern.

22. Wir betrachten die Function

W= yz.

Wie wir schon gesehen haben (No. 11), gehdrt zu jedem durch den Null-
punkt gehenden Strahle der z-Ebene ein eben solcher der w-Ebene, und jedem
um den Nullpunkt beschriebenen Kreise der z-Ebene entspricht ein Kreis der

w-Ebene, der eben-
falls den Nullpunkt
zum Centrum hat.
Dem Punkte z= 4 ent-
sprechen die Punkte
wx= 2und w2= — 2.
Wir fuhren nun z von
4 aus auf einem Halb-
kreise in  positiver
Drehrichtung um den
Nullpunkt bis zum
Punkte z= — 4; als-
dann geht wx auf
einem Viertelkreise bis zu 2i, und w2 auf einem Viertelkreise bis zu 2z, beide
in positiver Drehrichtung.

Hierauf gehe z von 4 bis — 4 auf einem Halbkreise in negativer Dreh-
riclitung. Die Amplituden von wx und w2 andern sich dann ebenfalls im Sinne
der abnehmenden Winkel und es gelangt wx nach — 2z, w2 nach 2z.

Je nachdem z also auf dem oberen oder dem unteren Halbkreise von + 4
nach — 4 geht, gelangt w2 durch stetige Aenderungen von -+~ 2 nach -+-2zoder
— 2z

Fuhrt man z in der Richtung der wachsenden Winkel entlang des ganzen
Kreises von 4 bis zu 4 zurick, so geht wx in dem Halbkreise Ubei 2z hinweg
bis zu — 2; einem geschlossenen Wege von z entspricht also ein nicht ge-
schlossener von wx. Geht z auf einem andern geeigneten Wege von 4 aus nach
4 zurick, so kann der zugehorige Weg von wx ein geschlossener sein. Dies
ist z. B. der Fall, wenn z in positiver Drehrichtung den Halbkreis bis — 4 zurtck-
legt, dann entlang der realen Achse bis — 1 geht, hierauf in negativex Dreh-
richtung einen Halbkreis bis -+~ 1 beschreibt und dann auf der realen Achse
nach + 4 zuruckkehrt. Denn dann geht wx in positiver Drehrichtung auf einem
Viertelkreise bis 2z, dann auf der imagindren Achse bis z dann in negativer
Drehrichtung in einem Viertelkreise bis -1- 1, und endlich anf der lealen Achse
bis 4 2

Gleichzeitig legt w2 einen Viertelkreis bis — 2z, dann die imaginare Achse bis
— z, dann einen Viertelkreis bis — 1, und endlich die reale Achse bis — 2 zuruck.

Hatte man z den Halbkreis von — 1 nach + 1 in positiver Drehrichtung
beschreiben lassen, so waren wx und w2 von + i und i auf Viertelkreisen
um den Nullpunkt in positiver Drehrichtung weiter gegangen, und es ware daher
WI nach — 2 undw2nach + 2 gelangt, also nicht zuden Ausgangswerthen zurtick.
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23. Wird die Variable von a nach b entlang Ix gefuhrt und gelangt ein
Functionswerth wx dabei von dem Anfangswerthe a zu dem Endwerthe b', so
kommt wx umgekehrt von b nach a', wenn z den Weg IXx ruck-
warts von b nach a durchlauft. Gesetzt nun, wx gelangt von &
nach b\ gleichgultig ob z von a nach b die Wege | oder |Ixwahit.

Lasst man dann z von a auf / bis b und dann auflx zurtck nach

a gehen, so &andert sich wx von a' bis zu b' und nimmt am Schlusse

wieder den Werth a an; und umgekehrt: Gelangt wx vom

Werthe a' aus wieder zu a zurtick, wenn z von a aus die Curven

/ und Ix nach einander durchlaufend zu a zurtckkehrt und hat M 52)

wx dabei fur z — b den Werth bl angenommen, so gelangt wx rickwarts vom
Werthe & zum Werthe b', wenn z von a aus die Curve Ix bis b durchlauft, wx
nimmt also bei beiden Wegen 7/ und Ix der Variabein denselben Endwertli an.

Um daher zu erfahren, welche Wege die Variable z von einem Anfangs-
punkte zu einem Zielpunkte zuriicklegen muss, damit wx zu demselben oder zu
verschiedenen Endwerthen gelange, genugt es, die geschlossenen Wege zu unter-
suchen.

Erhalt wx denselben Werth wieder, wenn z auf der aus /und IX
zusammengesetzten geschlossenen Curve von a ausgehend nach a
zuruckkehrt, so erhalt auch wx denselben Werth, wenn z auf | oder
auf Ix von a nach b sich bewegt; und erhalt wxnicht denselben Werth
wieder, wenn z die geschlossene Curve durchlauft, so erhalt wx einen
andern Werth, wenn z von a nach b auf Ix, als wenn es auf / geht.

24. Um bei der irrationalen Function

w — /2~
die geschlossenen Wege, welche die Variabele zurickzulegen hat, damit wx
wieder zu seinem Ausgangswerthe zuruickkehrt, von denen zu unterscheiden, flr
welche dies nicht der Fall ist, drickt man z durch Modulus und Amplitude aus.
Der Modulus ist eine eindeutig bestimmte Zahl; die Amplitude dagegen ist un-
endlich vieldeutig; ist namlich 9 einer ihrer Werthe, so erhalt man die anderen,
wenn man 9 um ganze Vielfache von 2~ vermehrt oder vermindert.

Ist nun z — r {cos9 H- isin9)

SO ist W — yr 'yos~+ ism~\

Zu jeder Amplitude gehort hiernach ein ganz bestimmter Werth von WA zu
allen Amplituden, die um gerade Vielfache von 2« verschieden sind, gehort ein
und derselbe Werth wx der zweideutigen Function w, zu den uUbrigen, die von
den ersten um ungerade Vielfache von 2x abweichen,
gehort der andere Werth w2

Geht nun z von einem Punkte a aus und auf
einer beliebigen geschlossenen Curve (1) nach a so
zurick, dass dabei die Amplitude um 2x zu- oder
abgenommen hat, so hat z den Nullpunkt einmal
umkreist, und tu ist von dem Werthe
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gelangt, also nicht zum Ausgangswerthe zurick. L&auft hingegen z auf einer
geschlossenen Curve (2) so von a nach a zurick, dass die Amplitude um 4ir
zu oder abnimmt, so endigt wx mit dem Werthe

r-( P=hdu ., 0zx4

yr lcos —™N— + 1sin— 2—

d. i. mit dem Anfangswerthe. Hieraus sieht man: Durchlauft z eine geschlossene
Curve, die den Nullpunkt umgiebt, so kommt ein Functionswerth u\ der zwei-
deutigen Function y'z zu dem Ausgangswerthe zurlck oder nicht, je nachdem
der Weg der Variabein den Nullpunkt eine gerade oder ungerade Anzahl Male
umkreist.

Beschreibt z eine geschlossene Bahn, die den Nullpunkt nicht einschliesst
(3, 4), so wachst @ bis zu einem grossten Werthe XOA, erlangt spéater einen
kleinsten Werth XOB, und kehrt dann zum Anfangswerthe zurick; die End-
Amplitude ist also mit der Anfangs-Amplitude identisch. Hieraus schliessen wir:
Wenn z eine geschlossene Bahn durchlauft, die den Nullpunkt nicht einschliesst,
so kehrt wl wieder zum Anfangswerthe zuruck.

25. Die Thatsache, dass zu jedem Punkte der Variabeinebene zwei Werthe
w gehodren, und die damit zusammenhangende, dass geschlossene Wege des
Variabelnpunkts die Function j/2 zum Theil wieder zum Ausgangswerthe zuriick-
fuhren, zum Theil aber nicht, erschweren die weiteren Betrachtungen. Um diese
Schwierigkeit zu beseitigen, hat Riemann*) fur die mehrwerthigen Functionen
statt der Variabeinebene mehrbléatterige Flachen angewandt, die nach ihrem Er-
finder als RIEMANN'sche Flachen bezeichnet werden.

Far die Function w = yz wird die RIEMANN'sche Variabeinflache folgender-
massen erhalten. Man denke sich eine Schraubenflache von sehr kleiner Gang-
hohe; ihre Achse gehe durch O normal zur VF-Ebene, ihre Spur auf der
VF-Ebene mag man sich mit der positiven realen Achse O X zusammenfallend
denken. Auf dieser Schraubenflache durchlaufe man in positiver Richtung von
O X beginnend, den ersten und zweiten Umgang, alles andere denke man be-
seitigt. Der herausgeschnittene Theil hat dann zwei parallele Rander, die sich
von O aus ins Unendliche erstrecken, einer davon ist OX. Nun deuke man
sich die Ganghohe verschwindend klein, und deformire die Flache an den beiden
R&ndern so, dass dieselben ihrer ganzen Lange nach vereinigt werden, und somit
den ersten Umgang durchdringen. Dabei soll die Beschrankung gelten, dass ein
Punkt diese Verwachsungslinie nur Uberschreiten darf, um vom Ende des zweiten
Umgangs zum Anfange des ersten zu gelangen oder umgekehrt, nicht aber so,
dass er vom Ende des ersten zum Anfange des ersten, oder umgekehrt, Ubergeht.

Man erhéalt somit eine zweiblatterige Flache, welche die VF-Ebene
doppelt bedeckt; die beiden Blatter sind langs der Geraden OX von
O anfangend verwachsen; diese Linie darf ein Punkt nur so Uber-
schreiten, dass er von dem vorderen Theile des oberen Blattes in
den hintern Theil des unteren oder von dem hintern Theile des
obern in den vordem Theil des unteren Ubergeht oder umgekehrt.
Jeder Punkt a der VF-Ebene ist die Projection zweier in verschiedenen Blattern

*) Riemann’s gesammelte math. Werke, herausgeg. von H. Weber, Leipzig 1876, Ab-
handlung I. und VI.; die Abhandl. VI. findet sich auch in Crelle’s Journal, Bd. 54 (1857),
pag. 101; vcrgl. auch Roch, Ueber Functionen complexer Grossen, Schloemilch’s Zeitschr. f.
Math. u. Phys., Bd. 8. (1863), Pag- 12 u. 183.
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liegenden Punkte al und a2 der zweiblatterigen Variabeinflache; diese beiden
Punkte haben denselben Modulus, ihre Amplituden sind um 2it verschieden®*).

Will man von einem Punkte a des obern Blattes auf der Flache nach einem
Punkte B des untern gelangen, so muss man den Windungspunkt O wenigstens
einmal umkreisen. Der Weg ist sichtbar bis zum Punkte A, wo er die Ver-
wachsung Uberschreitet und ins andere Blatt gelangt; von da an ist er verdeckt.

Wenn man von a ausgeht und den Nullpunkt zweimal
umkreist, so kommt man ins obere Blatt zurtick. Will
man von a ausgehend eine geschlossene Linie beschreiben,
so darf dieselbe den Windungspunkt nicht einschliessen,
oder muss ihn zweimal, oder viermal, oder Uberhaupt eine

gerade Anzahl Male umkreisen. (M 58)
Man setze nun fest, dass fur irgend einen von O ver-
schiedenen Punkt @ der Riemann’sehen Flache die Function w — j/a den

einen ihrer Werthe wx (und nicht den entgegengesetzt gleichen w2 haben soll;
da nun jede geschlossene Curve auf der Flache den Windungspunkt gar nicht
oder eine gerade Anzahl Male umkreist, so folgt, dass der Werth, den /s in
jedem Punkte annimmt, unabhangig von dem Wege ist, aufwelchem die Variable
zu diesem Punkte von a ansgehend gelangt; die Function jA st also eine ein-
deutige Function der Punkte der zweiblatterigen Flache.

Dieselbe Flache dient dazu, die Function
w = yaz -+b
als eindeutige Function des Ortes in der Flache darzustellen; nur hat man den
Windungspunkt in den Punkt — b:a zu verlegen.

26. Wir construiren nun eine zweiblatterige RIEMANN'sche Variabeinflache,
fur welche die Function
wW—y(@Zz—alz—1b
eine eindeutige Function des Ortes in der Flache ist; wir setzen dabei voraus,
dass a und b verschieden sind. Bezeichnet man in der Variabeinebene die
Abstande der Punkte a und b von dem variabeln Punkte z mit R und r und
die Winkel dieser Geraden und der Af-Achse mit O und < so ist

*) Um ein anschauliches Modell eines Theiles dieser Flache zu erhalten, schneide man
zwei gleiche Stiicke Papier bx und b2
und zerschneide sie entlang OX; hier-
auf lege man sie so auf einander, dass
die Schnitte sich decken, und verbinde
durch Ueberkleben mit einem Streifen
Papier den Rand 1 des obern Blattes
mit 2. des unteren. An den Stellen
c und d mache man entlang OX
kleine Schnitte in den verbindenden
Streifen, und schiebe durch dieselbe (M 545)
schmale Papierstreifchen, durch die man nun bei ¢ und d bez. d und didurch Ankleben den
vordem Rand des obern mit dem hintern Rande des untern verbindet. Die Vorschrift tber das
Ueberschreiten der Verwachsung findet dann ihren deutlichen Ausdruck darin, dass man auf dem
langen Streifen nur von oben 1 nach unten 2, auf den schmalen Stegen nur von oben C und d
nach unten d und d\ oder umgekehrt, gelangen kann.
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Geht nun z von einem Punkte zO aus, und auf einer Curve wieder nach z0
zurtck, so erlangt der Faktor

seinen Ausgangswerth wieder, oder den entgegengesetzt gleichen, je nachdem
der Weg des z den Punkt a eine gerade Anzahl Male (Null mit eingerechnet)
umkreist, oder eine ungerade; ebenso erreicht dabei der andere Faktor

Yr e[cos H *sin 2)

seinen Ausgangswerth oder nicht, je nachdem der Punkt b eine gerade oder
ungerade Anzahl Male von 2 umkreist wird. Wenn beide Faktoren ihren Anfangs-
werth nicht erreichen, also beide am Ende des Weges Werthe angenommen haben,
die den Anfangswerthen entgegengesetzt gleich sind, so hat sich ihr Produkt nicht
gedndert, w also den Ausgangswerth wieder erreicht. Daher erkennt man, dass
w den Ausgangswerth wieder erreicht oder nicht, je nachdem der Weg der
Variabein die beiden Punkte a und b zusammengenommen eine gerade Anzahl
Male umkreist, oder eine ungerade.

Hiernach ergiebt sich folgende dem Zwecke geniugende RIEMANN'sche
Variabeinflache: Man decke zwei Ebenen auf einander und denke sich dieselben
entlang der Geraden ab so verwachsen, dass man von einem Rande der Geraden
auf den andern nicht Ubertreten kann, ohne dabei von dem obern Blatte ins
untere zu gelangen oder umgekehrt. Auf dieser Flache kann man von einem
Punkte c aus nur auf solchen
Wegen zu c zuruckgelangen,
die keinen der Windungs-
punkte a und b umkreisen
(z. B. Weg 1), oder einen
nach dem andern jeden ein-
mal umkreisen (Weg 2), oder
die einen zweimal umkreisen
(Weg 3) oder die beide zu-
sammen einmal umkreisen
(Weg 4), oder auf Wegen,
die sich aus Wegen dieser
vier Arten zusammensetzen
lassen; in jedem dieser Falle
erlangt w wieder seinen

(M 546.)
Ausgangswerth.

Ist nun festgesetzt, welchen Werth w fur irgend einen Punkt zO der zwei-
blatterigen Flache haben soll, so ist der Werth in jedem Punkt zx eindeutig
bestimmt durch die Aenderung, die w erleidet, wenn z auf irgend welchem Wege
auf der Flache von z0 nach zx geht.

27. Bezeichnet man fur die Function
w =y (@Z—a@Z—Db@z—c@Ez—d)
mit rx> r2, rA r4 die Abstdnde der Punkte a, b, ¢, d vom variabeln Punkte 2

und mit ¥, g2, 8, @t die Winkel der Geraden rx, r2 r.A rA mit der positiven
realen Achse, so ist
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w = yrx[cos - isin *yV2[cos “+isin”™J

YY [cos~ + isin®  <YY [cos + *»2)

Beschreibt z auf der Variabein-Ebene von z0 aus eine geschlossene Curve,
die den Punkt a eine gerade bez. ungerade Anzahl Male umkreist, so bekommt
der Faktor

yy [cosy + isin-2")

seinen Ausgangswerth, bez. den entgegengesetzt gleichen, und umgekehrt; das
Entsprechende gilt fur die Ubrigen Faktoren von w. Wenn daher 2 eine Bahn
beschreibt, die alle die vier Punkte zusammengenommen eine gerade Anzahl Male
umkreist, so erlangt w wieder seinen Ausgangswerth; ist aber die Summe der
Umkreisungen aller vier Punkte ungerade, so erlangt w nicht den Ausgangswerth
wieder. Hieraus erkennt man, dass w eine eindeutige Function des Ortes der
Variabeinflache wird, wenn man dieselbe folgendermaassen construirt: Man legt
zwei Ebenen auf einander, und lasst diese entlang einer Geraden verwachsen,
die zwei von den Punkten a, b, ¢, d verbindet, sowie auf der Geraden zwischen
den beiden andern; diese beiden Verwachsungen sollen so gewahlt sein, dass sie
sich nicht schneiden. Betreffs der Ueber-

schreitung der Verwachsungen sollen die-

selben Bestimmungen gelten, wie bei den

vorigen Beispielen.

Durchlauft man auf dieser Flache von
einem Punkte e des obern Blattes aus eine
Curve, deren Grundriss geschlossen ist,
und die keinen der Windungspunkte a, b, ¢, d
umkreist, so fuhrt diese Curve zu e selbst
zurick, endet nicht in dem unter e im
andern Blatte liegenden Punkte (Weg 1).

Wenn man von e ausgehend einen Windungs-

punkt (a, Weg 2) einmal umkreist, so kommt man in das untere Blatt; um in
das obere zurickzugelangen, muss man noch einen Windungspunkt (z. B. c¢) ein-
mal umkreisen. Ein Weg, der zwei durch eine Verwachsung verbundene Windungs-
punkte oder alle vier umkreist, kann ganz im obern Blatte liegen (Weg 3)*).

Man Uberzeugt sich so, dass man in dieser Flache nur solche wirklich ge-
schlossene Linien ziehen kann, die die Windungspunkte zusammen eine gerade
Anzahl Male umkreisen.

Ist daher festgesetzt, welchen der beiden moglichen Werthe w in einem
Punkte dieser Flache haben soll, so ist der Endwerth, den w erreicht, wenn 2
von diesem Punkte auf der Flache zu einem andern geht, eindeutig bestimmt
und vom Wege unabhangig.

Diese Beispiele genuigen fur die weiteren Betrachtungen, die wir hier durch-
fuhren werden.

*) Um sich diese Verhéltnisse recht deutlich zu machen, zeichne man sich mehrere ge-
schlossene Wege, die die Windungspunkte immer anders umkreisen, und achte darauf, die
Wegtheile zu punktiren, soweit sie im untern Blatte liegen.
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8§ 13. Integrale complexer Functionen.

1 Es sei f(z) eine Function der complexen Variabein z, und fur z eine
RIEMANN'sche Variabeinflache construirt, so dass f(z) eine eindeutige Function der
Punkte dieser Flache ist; ferner seien zwei Punkte zO und Z dieser Flache durch
eine in der Flache liegende Linie / verbunden, und diese Linie durch eine
Anzahl Punkte zlt z2 zs . . . zn—\ getheilt, die in der Richtung von z0 nach Z
auf einander folgen; endlich werde mit f(zK der Werth bezeichnet, den f(z) fur
irgend einen Punkt innerhalb des Liniensticks zk-\zk annimmt. Unter dem
bestimmten Integrale

z
/0
z0 .
versteht man den Grenzwerth, gegen den die Summe
n

yyp *kzk, Azk— zk—zk\, zn= Z
1

convergirt, wenn sammtliche Differenzen Azk verschwinden.

2. Wir werden nun zunédchst zeigen, dass ein solcher Grenzwerth existirt.
Setzen wir z — x -h iy, so nimmt/(V) nach Sonderung des Realen vom Imaginaren
die Form an cp(x,y) -+~ i<p(X,y) und es ist

Azk= zk— zk 1= xk— xk\ =+ i(yk—yk-1) — Axr. iAyk.

Folglich haben wir, wenn wir die Indices unterdriicken

W)z — 2 y) AX i y) AN -+ UL[(f(x, y) Ay -+~ ty(x, y) Aa?d.

Aus der Gleichung der Curve | wollen wir nuny durch x und X durchy aus-
driicken und diesen Werth fury bez. x in die mit AX bez. mit Ay multiplicirten
Functionen substituiren. Die ersteren werden dann Functionen von X allein,
die letzteren Functionen von y\ bezeichnen wir dieselben mit <I>(*), (>, (x),
und Wj (y), so haben wir

VO)As = 2[<E£(*) Ax — W(y) Ay] + il[Ox(x) Aa + IFX(y) ANJ.

Ist nun Z = X H-iY, so ist
w y

\x = jix)dx, lim W Ay=Jty@{)dy u s w,;

hieraus folgt ° )0
X y X y
limlf(z) Az = J(t) (xX) dx — Jw(y) dy -f- ijOx(x) dx-t- if'V1(y) dy.
Hierdurch ist das Integral J° re "n
z
J/(z)dz

2q

durch bestimmte Integrale realer Functionen einer realen Variabeln ausgedrickt.
Wir schliessen hieran zwei Satze, die sich aus der Definition des bestimmten
Integrals ohne Weiteres ergeben.
Ist b ein Punkt, der auf dem Integrationswege, d. i. aufdem fur die Variable
angenommenen Wege, ac zwischen u und c liegt, so ist fur die Integration auf
dem angenommenen Wege

b c c
ff(zdz + f fiz)dz= f f(z)dz.
Ferner folgt b 2
b a
ff(z)dz= —ff(z)dz.

a b
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3. Wir haben nun zu untersuchen, welchen Einfluss die Wahl des Integrations-

weges auf den Werth des bestimmten Integrals hat.

Es liegt die Vermuthung nahe, dass das zwischen den Grenzen a und b
genommene Integral immer andere Werthe erhalt, wenn man die Punkte a und b
durch verschiedene Integrationswege verbindet; so dass es noOthig ware, bei
jedem Integrale den Ingrationsweg genau anzugeben. Wir werden indessgeigen,
dass diess nicht der Fall ist; der Werth des bestimmten Integrals wird sich nur
insofern abhangig vom Integrationswege erweisen, als bei gewissen Gruppen von
Wegen das Integral um eine bestimmte additive Constante von dem auf andern
Wegen erhaltenen Werthe abweicht.

Um zu diesen Ergebnissen zu gelangen, beweisen wir folgenden Satz: Sind
X und Y zwei innerhalb eines vollstandig begrenzten Theiles T
einer RIEMANN'schen Flache endliche und eindeutige Functionen des
Ortes in der Flache, so ist das Uber die Flache T erstreckte Integral

entgegengesetzt gleich dem Uuber alle Punkte der Begrenzung von T
ausgedehnten Integale
f(Xdx + Ydy),

wobei alle Theile der Begrenzung so durchlaufen werden sollen,
dass die Flache T gegen die Fortschreitung entlang der Grenze so
liegt, wie der H-i enthaltene Theil der Zahlenebene gegen die in der
Richtung wachsender Zahlen durchlaufene reale Achse.

Wir wollen uns zunachst unter X und Y reale Functionen von a: undy denken.

Wir betrachten zuerst ein Flachenstlick T, das die Ebene nur einfach bedeckt
und einfach zusammenhangend ist, d. i, dessen vollstindige Begrenzung
eine einzige geschlossene Curve bildet.
Das Uber T ausgedehnte Integral zerlegen
wir in die Differenz zweier Integrale

Hierbei ist die Integration nach y auf
jeder Parallelen zur Y-Achse uber die
Strecken auszudehnen, die im Innern von
T liegen, fir x = OP also uUber und P%PV Sind die Werthe, welche
die Function X in den Punkten PXx, P2 P 3, PA hat, der Reihe nach XIf X2
Xv XX, und bemerken wir, dass bei unbestimmter Integration

/lyg= +c,

so ergiebt sich fur das Uber die Strecken P xP 2 und P 3P+ ausgedehnte bestimmte
Integral
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Hierbei wird von der Voraussetzung Gebrauch gemacht, dass X fur alle
Punkte im Innern der Flache endlich bleibt; denn wenn X z. B. fur einen Punkt
innerhalb der Strecke P xP 2 unendlich wird, so ist das uUber die Strecke aus-
gedehnte Integral im Allgemeinen nicht gleich X2 — X x.

Daher ist nun weiter

fjldT=fFf(x*~xi+ xi-X,)dx.

= _ fx1dx +- fx2dx — fxidx + J x 3dx.

Die Grenzen der einzelnen Integrale erhalten wir, indem wir die zur F-Achse
parallelen Tangenten der Umgrenzung ziehen; haben dieselben die Abscissen
OA, OB, OC, OD, so ist

oD ocC ocC oD

dx
J -BydT — —J'xxdx + J x 2dx —j x 3dx + j Xxdx.
OA OA oB oB
Im zweiten und vierten Integrale vertauschen wir die Grenzen und erhalten

bei etwas veranderter Anordnung
oD ob ocC OA

1. fAJdT = — ~Jxxdx + fx 4dx j xzdx jX 2dxJs .
OA oD oB ocC
Durchlauft ein Punkt den Perimeter von T in positiver Richtung von A X
anfangend, so erhalt X auf dem Wege A XD X Werthe, die mit XX bezeichnet
sind; die auf dem Wege D xB x sind mit X 4 bezeichnet, die auf BxCx mit X 3,
die au( CXAX mitA”. Wir kdnnen daher in 1 die Indices bei Xv X2 X3 X4
weglassen und alle Integrale vereinigen; hierdurch entsteht

2. 'Xdx,

wobei das Integral rechts also Uber den Perimeter von T auszudehnen und da-
bei der Perimeter in positiver Richtung zu durchlaufen ist. Durch geeignete
Vertauschungen ergiebt sich aus 3.

dv
3.

wobei rechts infolge der Vertauschung von X gegen y der Perimeter von T so
zu durchlaufen ist, dass die Flache T gegen die Richtung der Fortschreitung so
liegt, wie der Winkel XOY gegen die in der Richtung der wachsenden y zurick-
gelegte Ordinatenachse. Diese Umlaufsrichtung ist der des Begrenzungsintegrals
in 2. entgegensetzt. Wechseln wir in 3. die Umlaufsrichtung, so wechseln alle
einzelnen Bestandtheile, aus denen dasselbe zu berechnen ist, (so wie jXdx sich
nach Gleichung 1 berechnet) die Grenzen, nehmen also den entgegengesetzt
gleichen Werth an; durchlauft man den Perimeter von T in positiver Richtung,
so hat man daher
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Wir beweisen nun den Satz fur eine die Ebene
allenthalben einfach bedeckende Flache Tx deren Be-
grenzung aus mehreren getrennten Curven besteht.
Wir denken uns aus der einfach zusammenhangenden
(wagerecht schraffirten) Flach.e T x eine einfach zusammen-
hangende (senkrecht schraffirte) T2 herausgeschnitten.
Wird die Ubrig bleibende, ringférmige Flache mit T
bezeichnet, so ist

r2
ausgedehnt Uber den Perimeter von T2 in negativer Umlaufsrichtung in Bezug

auf T2 mithin in positiver in Bezug auf die Ringflache TXx, zu deren Begrenzung
der Perimeter von TO gehért. Daher haben wir far T

wobei nun das Begrenzungsintegral rechts Uber
die ganze Begrenzung von T in positiver
Richtung (in Richtung der Pfeile) zu erstrecken ist.
Wenn aus einer einfach zusammenhangenden,
die Ebene allenthalben einfach bedeckenden
Flache mehrere Stiicke herausgeschnitten werden,
so findet man in gleicher Weise die Gultigkeit
des Satzes.
Bei der unschraffirten Flache
T (Fig. 550) ist das Begrenzungs-
integral Uber die drei Begrenzungs-
curven, bei jeder in der Pfeil-
richtung, zu erstrecken.
Die Flache T in Fig. 551 ist
aus einer zweiblattrigen Riemann’-
schen Flache mit vier Windungs-
punkten geschnitten (§ 12, No. 27);
sie bedeckt zum Theil die Ebene
doppelt, namlich innerhalb des
Grundrisses a3 70. Ist Afparallel
der F-Achse, so ist bei der Inte-

M. 551,
gration nach y das Integral Uber ( )



700 Integralrechnung.

die Strecken AB, CD (im obern Blatte), EF und G H zu erstrecken; folglich ist
X
f dy — XB — XA -~ Xjy — Xc + XB— Xe + Xu — Xq;

es gelten daher ganz die vorigen Betrachtungen und SchlUsse.
Enthalt T einen Windungspunkt einer zweiblatterigen Flache und wird von
einer einzigen Curve begrenzt, so ist fur die Integration nach X entlang der
Parallelen AD zur W-Achse das Integral im oberen
Blatte Uber die Strecke CD, im untern tber AB
zu erstrecken, es ergiebt sich mithin

fd-de— Yo — YA -h Yd — Yc;
J dx

alles Uebrige folgt dann wie vorher.
Wir kénnen nun den Satz mit Leichtigkeit auf
X den Fall ausdehnen, dass X und Y complexe
Functionen sind.

55
e 52) Haben wir X = R + iS, Y — U —~iV, soist

4. Wir wenden den soeben bewiesenen Satz auf das Integral einer com-
plexen Function w an. Es sei
j wdz
Uber den Perimeter einer Flache T ausgedehnt, innerhalb welcher w eine end-
liche und eindeutige Function des Ortes in der Flache ist; alsdann ist

f wdz = f(wdx + iwdy) = —J d T
Da nun
dw .dw
dy 1dx’

so verschwinden alle Elemente des Flachenintegrals, also auch das ihm gleiche
Begrenzungsintegral. Dies ergiebt den Satz: Das Integral Jwdz, ausgedehnt
in positiver Umlaufsrichtung Uber die vollstandige Begrenzung einer
Flache, innerhalb deren w eindeutig und endlich ist, ist gleich Null.

Enthalt die Flache 71einen oder mehrere Unstetigkeitspunkte, fur welchen
die eindeutige Function w unendlich wird, so kann man dieselben durch kleine
geschlossene Perimeter alt a2, ... umgeben, deren jeder nur einen Unstetigkeits-
punkt enthalt. Lasst man die von al, . . begrenzten Flachentheile aus T aus-
treten, so ist nun innerhalb der Restflaiche w endlich; mithin verschwindet
jwdz, wenn man es Uber die Begrenzung von T und Uber die Perimeter at, a2 . .
ausdehnt, in positivem Umlaufe in Bezug auf die Restflache, also die uber
ai» a2> e « « « ausgedehnten Integrale in negativer Richtung bezlglich der aus-
geschlossenen Flachen. Hieraus folgt: Wird das Integral Jwdz Uber den
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Perimeter einer Flache T erstreckt, welche Unstetigkeitspunkte ent-
halt, so ist der Werth dieses Integrals gleich der Summe von Inte-
gralen jwdz, die in positiver Richtung um die Perimeter kleiner, je
einen Unstetigkeitspunkt enthaltender Flachentheile erstreckt sind.

Dieser Satz lehrt jwdz fur den Fall zu finden, dass T Unstetigkeitspunkte
enthalt; wir werden namlich jeden solchen Punkt durch einen kleinen Kreis um-
geben, wenn er kein Windungspunkt ist; ist er Windungspunkt einer zweiblatterigen
RIEMANN'schen Flache, so umgeben wir ihn mit einer geschlossenen Linie, deren
Grundriss ein Kreis ist, die also von z beschrieben wird, wenn r constant ist
und 9 von O bis 4w wachst; zur Berechnung dieser Integrale kénnen wir r so
klein nehmen wie wir wollen, und daher insbesondere einen verschwindend
kleinen Werth von r voraussetzen.

5. Wir kehren nun zum Ausgangspunkte unserer Untersuchung zuriick, zu
der Frage, welchen Einfluss die Wahl des Integrationsweges (N. 3) auf den Werth
des Integrals

hat. Fihrt man die Variabele auf zwei Wegen / und

Ixvon zO nach z, die einen Theil einer RIEMANN'schen

Flache vollstdndig begrenzen, innerhalb dessen keine

Unstetigkeitspunkte liegen, so verschwindet das uber

die ganze Begrenzung genommene Integral. Dasselbe

zerfallt in das in der Richtung zOz tber ¥ und in ('0J

das in der Richtung zzO Uber IXx genommene. Deuten wir die Wege durch
einsreklammerte Buchstaben vor dem Integralzeichen an, so ist also

20 20
Wenn zwei Integrationswege einen Theil T einer RIEMANN'schen

Flache vollstandig begrenzen und innerhalb desselben kein Unstetig-
keitspunkt liegt, so hat das Integral fir beide Wege denselben Werth.

Ferner erkennen wir sofort: Wenn 7’einen oder mehrere Unstetigkeits-
punkte enthalt, so sind die auf den Wegen | und /j gewonnenen
Integrale um gewisse Constanten verschieden, nadmlich um die Werthe
von Integralen Uber die Perimeter hinlanglich kleiner Flachen, welche
je einen Unstetigkeitspunkt enthalten.

In einer einblatterigen ununterbrochenen Flache begrenzt jede geschlossene
Curve einen Theil der Flache vollstandig; in einer zweiblatterigen Flache lassen
sich geschlossene Linien ziehen, die fur sich allein nicht
die vollstindige Begrenzung eines Theils der Flache
bilden.

Hat die zweiblatterige Flache zwei Windungspunkte a
und b und zwischen ihnen die Verwachungslinie, so kann
man im oberen (oder im unteren) Blatte eine geschlossene
Curve cde ziehen, die beide Windungspunkte einschliesst.



702 Integralrechnung.

Diese Linie theilt die zweiblattrige Flache in zwei Theile, die beide unend-
lich gross sind; der eine ist der ausserhalb cde liegende Theil des Blattes, der
andere ist das untere Blatt vermehrt um den innerhalb cde liegenden Theil des
oberen, der mit dem unteren entlang ab zusammenhangt. Bei beiden Theilen

gehdrt zur vollstandigen Begrenzung ausser cdc
noch eine die unendlich fernen Punkte ent-
haltende geschlossene Linie.

6. Wenn der Integrationsweg z0z
selbst ein- oder mehrmals schneidet, so kann
man geeignete Zerlegungen vornehmen, die
wir an einem Beispiele (Fig. 555) zeigen. Da-
bei wollen wir mit f(A, B, C..N) das entlang

0 X einer vorgeschriebenen Curve A, B, C..N von
A bis N erstreckte Integral von wdz verstehen.
(M 5%) Es ist
1 />076en) = J(z0a) + /(aR) + /(B70R) + /(Rs€a) + f(az) .

Nun kann man das erste und letzte, sowie das zweite und dritte Integral zu
einfachen Begrenzungsintegralen zusammenfassen und hat
2. /(*078bC*) = /(*<>«*) + /(aRefa) -f-/(RTSR).

Wenn nun der Weg z0M8t"z keinen Unstetigkeitspunkt umkreist, innerhalb
der Flache aRef also keiner liegt, so sind die Begrenzungsintegrale
3. /(aR sCa) = /(BfSB) = O,
und es ist daher

/(SolSsCs) =/ O 0a*).

Wenn der Weg einen oder mehrere Unstetigkeitspunkte umkreist, so sind
die Integrale 3. gleich Integralen, die in derselben Umlaufsrichtung Uber die
Perimeter von beliebig kleinen je einen Unstetigkeitspunkt einschliessenden
Flachen erstreckt sind.

Hieraus erkennt man: Wenn eine geschlossene Curve sich selbst
schneidet, so ist das Uber dieselbe erstreckte Integral fwdz gleich
Null, wenn die Curve keinen Unstetigkeitspunkt umkreist; werden
von der Curve Unstetigkeitspunkte theils in positiver, theils in nega-
tiver Richtung umkreist, so ist das Integral gleich der Summe von
Integralen, jedes uUber den Perimeter einer je einen Unstetigkeits-
punkt enthaltenen beliebig kleinen Flache in demselben Sinne
erstreckt, in welchem die Curve den Punkt umkreist, mit der Anzahl
der Umlaufe multiplicirt, welche die Curve um den betreffenden
Unstetigkeitspunkt macht.

sich

7. Wir entwickeln nun einen Begriff, der fur die weiteren Untersuchungen

von Bedeutung wird, namlich den des einfachen oder mehrfachen Zusammen-
hangs einer vollstdndig begrenzten Flache (wobei Begrenzungen durch einen
mit unendlich grossem Radius um ein im Endlichen liegendes Centrum beschriebe-
nen Kreis nicht ausgeschlossen werden sollen).

Unter einer einfach zusammenh&ngenden Flache verstehen wir nach
Riemann eine Flache, die durch jeden Querschnitt, d. i. durch jede zwischen zwei
Punkten der Begrenzung verlaufende sich seiost nicht schneidende Linie in zwei
vollstdndig getrennte Theile zerlegt wird. Einfach zusammenhangend ist z. B.
eine Kreisflache, ferner der Theil einer zweiblatterigen Flache, der durch eine
geschlossene sich selbst nicht schneidende Curve vollstandig begrenzt wird.
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In einer einfach zusammenhangenden Flache ist jede geschlossene
Linie die vollstdndige Begrenzung eines Theils der Flache. Denn ge-
setzt, die geschlossene Curve a zerlege die Flache T in
zwei Theile, 1\ und T2, von deren keinen sie die voll-
standige Begrenzung bildet, so muss der eine V2 noch
eine innere 3 der andere TX noch eine &ussere Grenz-
curve 7 haben, die sich nicht treffen. Zieht man nun von
einem Punkte A auf B nach einem Punkte B auf 7 eine
Linie auf der Flache, die sich nicht schneidet, so wird
durch dieselbe die Flache nicht zerstiickt, folglich kann
T nicht einfach zusammenhéngend sein. (M 5565)

Eine Flache heisst zweifach zusammenhangend,
wenn sie durch einen einzigen Querschnitt in eine einfach zusammenhangende
verwandelt werden kann, z. B. die Flache T in Fig. 556; denn sie wird durch
AB in eine einfach zusammenh&angende verwandelt.

Zweifach zusammenhéngend ist ferner der Theil einer mit zwei Windungs-
punkten a und b versehenen zweiblatterigen Flache, der von zwei geschlossenen
Linien begrenzt wird, die in den beiden Blattern so
liegen, dass jede die Verwachsungslinie einmal umkreist
(Fig. 557); der Querschnitt AB verwandelt sie in eine
einfach zusammenhangende.

Eine Flache heisst drei-, vier- u. s. w. fach zusammen-
hangend, wenn sie durch zwei, drei u. s. w. Querschnitte
in eine einfach zusammenhangende verwandelt werden
kann. Hierbei soll jeder bereits hergestellte Querschnitt
zur Begrenzung der Flache gerechnet, durch weitere
Querschnitte also nicht Uberschritten werden.

Die Flache in Fig. 551 ist dreifach zusammenhéangend;
denn zieht man im oberen Blatte den Querschnitt CD, und im unteren EF,
so erhdlt man eine einfach zusammenhéngende Flache.

(M. 557)

Wenn die Function w fur alle Punkte einer einfach zusammen-
hangenden Flache T eindeutig und endlich ist, so ist das Uber irgend
eine geschlossene Curve der Flache ausgede hnte Integral Jwdz gleich
Null, und das entlang irgend einer auf der Flache liegenden Curve
genommene Integral

ist unabhangig vom Integrationswege; ist zO eine absolute Constante, so
ist das Integral daher eindeutig bestimmt fur jeden (die obere Grenze bildenden)
Punkt z der Flache.

8. Wird der Integrationsweg | des Integrals

Jf(z) dz
So
Uber den Endpunkt z hinaus bis zu einem in irgend welcher Richtung liegenden

hinlanglich nahen Punkte z -\ !z so verlangert, dass die Zunahme des Wegs
und die des Integrals mit L\z verschwindet (also innerhalb der Verlangerung
kein Unstetigkeitspunkt umkreist oder getroffen wird), so hat man
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JA*)dz = Um[AZol —Z0)+ 7¢(**)(*2 - *1) + =+ /(- Zn-1],
SO
z-t-As

r770y = IIMNAZer - =0y + s22)¢2- )+ w0 - ZH)N

+ f(z + Az)(z + Aa— 2)].
Bildet man die Differenz beider Werthe und geht zur Grenze fur ein ver-

schwindendes Az Uber, so erhédlt man
s+A-s 2

lim [jf(z)dz — jf(z) @] :As = /() d. i

SO £0

. S/IR «-/[*)e
Y
Der Differentialquotient des Integrals nach der oberen Grenze ist somit

unabhangig von der Richtung, in welcher z + dz gegen z liegt; wahlt man
diese Richtung einmal parallel der realen und dann parallel der imaginaren
Achse, so hat man nach 1, wenn man zur AbklUrzung das Integral mit w be-

zeichnet,
dw . CW dw

Ac=1Jdy=Tz>
also
dw . dw
dy 1 dx

Hieraus folgt: Das Integral einer complexen Function ist eine
complexe Function der oberen Grenze.

9. Wir wenden uns nun zu einer werthvollen Anwendung der entwickelten
allgemeinen Satze.

Es sei / die vollstdndige Begrenzung einer Flache T, und im Innern von T
sei die Function f(z) eindeutig und endlich; ferner sei t ein im Innern dieser
Flache gelegener Punkt, der nicht zugleich Windungspunkt ist. Alsdann hat die
Function

Az)

z — t
auf T nur den einen Unstetigkeitspunkt t, in welchem sie unendlich gross wird.
Das Integral

ausgedehnt Uber die Begrenzung von Tt ist dann gleich dem Integrale derselben
Function, ausgedehnt Uber die Begrenzung einer beliebig kleinen Flache, inner-
halb deren der Unstetigkeitspunkt t liegt. Wir wahlen zu dieser kleinen Flache
einen Kreis mit hinlanglich kleinem Radius p und dem Centrum t, setzen fur
Punkte dieses Kreises
z—t= p(cos9 + ising
und gehen auf dem Kreise von a zu einem unendlich nahen Punkte z -f- dz
Uber; dann ist
dz = p(—sin9 + icos@dp,
— ip(cos9 + 2sin@dm,
= i(z—t)d9.
Daher ist fur die Integration entlang des Kreises
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